1. Vektorok, komplex szamok

1.1. A térbeli vektorok fogalma, miiveletek vektorokkal

Tanulasi cél: a vektorok fogalmanak ¢és a veliik végezheto alapveté miiveletek megismerése,
ezek gyakorlati hasznalhatdsdganak ismertetése.

Térbeli vektorok definicioja, miiveletek és ezek geometriai jelentései

W. R. Hamilton (1805-1865) ir matematikus, csillagasz és fizikus volt az,
aki el6szor hasznalta a vektor kifejezést. A vektor elnevezés a
csillagaszatbol kertilt &t a matematikdba. Ott az ellipszis fokuszaban allo
Napbol a bolygokhoz huzott iranyitott szakasz elnevezésére szolgalt
(vectus = htizni, vonni).

Vannak olyan mennyiségek, amelyeket a nagysagukkal egyszertien meg
tudunk hatarozni. llyenek példaul a tomeg, az id6, a hosszsag. Ezek
megadasiahoz elegendd egy szam és egy alkalmasan valasztott
mértékegység. Ugyanakkor példaul az erd, az elmozdulés vagy a sebesség megadasdhoz tobb
informaciora is sziikség van. Példaul ha egy test elmozdulésat szeretnénk leirni, akkor meg kell
mondanunk, hogy milyen iranyban és mekkora tavolsagra mozdul el. Hasonldan, egy test
sebességének megadasahoz tudnunk kell, hogy milyen iranyban és mekkora sebességgel halad.

Definicio: A térbeli iranyitott szakaszokat vektoroknak nevezziik. Egy vektort harom adat
hataroz meg egyértelmiien, a nagysaga (hossza), az allasa (melyik egyenessel parhuzamos), és
az iranyitasa (az egyenesen merre mutat).

Definicié: Két vektor egyenld, ha mindharom jellemzdjiik azonos, azaz ha van olyan
parhuzamos eltolas, amellyel fedésbe hozhatok.

Jelolések: Ha egy v vektor az A kezdGpontbol a B végpontba mutat, akkor a kovetkezd
jeloléseket hasznalhatjuk: v = AB = V.

végpont

kezdépont

vlektor iranya

Definicié: A v vektor hosszan a vektort szemléltetd szakasz hosszat értjiik. Jele: ||V|| .Haezaz
érték 1, akkor a vektort egységvektornak nevezziik.



Definicié: Azt a vektort, amelynek hossza 0, nullvektornak nevezziik. A nullvektor iranya
tetszOleges, azaz minden vektorral parhuzamos és minden vektorra meréleges. Jele:0.

Definicio: A v ellentettjének nevezziik és —v-vel jeloljiikk a v-vel egyenld hosszisagu, azonos
allasu, de ellentétes iranyitottsaga vektort.

Miveletek vektorokkal

Osszeadas

Definicié: Adott két vektor a és b. Az a és b vektorokat toljuk el 6nmagukkal parhuzamosan
ugy, hogy a b vektor kezdépontja az a vektor végpontjaba keriiljon. Ekkor az a vektor
kezdOpontjabol a b vektor végpontjaba mutaté vektort az a és b vektorok Osszegének
(ereddjének) nevezziik. Jele: a+b

athb

haromszég modszer

paralelogramma szabaly

Tétel: A vektorok 6sszeadasa kommutativ a+b=b+a és asszociativ: (a+b)+c=a+(b+c) miivelet.



Alkalmazas: A testek mozgasanak vizsgalatakor (dinamikai és kinematikai feladatokban) a
kovetkezd modellt hasznaljuk: a testet a tomegkdzéppontjaval helyettesitjiik, és vizsgaljuk az
erre hat6 erdk ereddjét. A tomegpont nyugalomban van, ha a ra hato erék ereddje zérus (Newton
L. térvénye miatt; 6sszegiik nullvektor).

Kiilonbség

Definicio: a és b vektorok kiilonbségén értjiik és a-b-vel jeloljiik azt vektort, amelyet b-hez
adva a-t kapunk. (Toljuk az a és b vektorokat kozos kezddpontba. Ekkor a b vektor
végpontjabol az a vektor végpontjaba mutatd vektort az a és b vektorok kiilonbségének
nevezziik és a-b-vel jeldljik.)

Vektorok szorzasa valos szammal (skalarral)

Definicié: Az a nem nullvektor és a 4 =0 valds szam szorzatan értjiik és Aa-val jeldljiik azt

az a vektorral azonos allasu vektort, amelynek hossza |/1|||a , iranya A4 >0 esetében azonos,

A <0 esetén pedig ellentétes az a vektor iranyaval.

A skalarral vald szorzasra teljestilnek a kovetkezok:
(A-p)-a=A-(u)-a (asszociativitas)
A (a + b) =A-a+A-b (disztributivitas)

(A+u)-a=da+ua (disztributivitas)



Definicio: Legyenek vi, vz, ..., Vn tetszdleges vektorok, 4, 4,, ... 4, pedig tetszéleges valos
szamok. Ekkora A4, vi+ A, Vv2+...+ 4, vnvektorta vivektorok A, egyiitthatokkal képzett linedris

kombinaciojanak nevezziik.
Megjegyzés: a fenti egyiitthatok kozott szerepelhetnek negativ, pozitiv vagy akar nulla értékiiek
IS.

Vektorok felbonthatosaga

Tétel: (sikban) Ha az a és b nullvektoroktol kiilonb6z6 nem parhuzamos vektorok, akkor az
altaluk meghatarozott sik barmely v vektora egyértelmiien eldallithaté az a és b vektorok
linearis kombinacidjaként, azaz v=Aa+Ab alakban, ahol 1 ¢és 4, egyértelmiien
meghatarozott valds szamok. Ez azt jelenti, hogy a v vektor egyértelmiien felbonthato a-val és
b-vel parhuzamos 0Osszetevokre. Ebben az esetben szokas az a ¢és b vektorokat
bazisvektoroknak nevezni.

Tétel: (térben) Legyen a, b és ¢ harom nullvektort6l kiilonb6zé nem egysiku vektor. Ekkor
minden térbeli vektor egyértelmiien eléall az a, b és ¢ vektorok linearis kombinacidjaként. Ez
azt jelenti, hogy minden v vektorhoz egyértelmiien van olyan 4, 4,, A, valds szamharmas,

melyre v =Aa+A,b+A,c. llyenkor az a, b és ¢ vektorokat bazisnak ¢s ezeket az egyiitthatokat
a v vektor a; b; ¢ bazishoz tartoz6 koordinatainak nevezzik.

Megjegyzés: Ez a tétel azt jelenti, hogy ha rogzitiink harom nem egysika vektort a térben, tehat
megadunk egy bazist, akkor minden vektort egyértelmiien tudunk szamharmassal jellemezni
ebben a bazisban. A harom, nem egysiku, nullvektortol kiilonbozé vektor barmilyen lehet, tehat
tetszOleges szamu bazist megadhatunk. Természetesen mas bazishoz, mas koordinatak
tartoznak ugyanazon v vektor esetén. A tovabbiakban majd egy kitiintetett bazist fogunk
hasznalni, mégpedig az i, j, k egységnyi hosszusagu, egymasra paronként merdleges
vektorokat, amelyek ebben a sorrendben jobbsodrasu rendszert alkotnak.

Definicié: Az origdbol a tér egy tetszdleges pontjaba mutatd vektort a pont helyvektoranak
nevezzik.

Tétel: Legyen A és B két kiilonbozo térbeli pont, jelolje F az AB szakasz felezépontjat, a
megfelelé pontokba mutato helyvektorok pedig legyenek rendre a, b és f . Ekkor a felezépontba
+b

mutat helyvektor a csucsokba mutatd helyvektorok szamtani kozepe, azaz f = —

A

Bizonyitas: Ezt a bizonyitast azért érdemes levezetni, mivel a benne szerepld egyszerii 6tletet
mas feladatok megoldéasanal is hasznalni fogjuk.



Az abrar6l leolvashatd a kovetkezd Osszefiiggés:f=a+ AF és AF = %ﬁ = %(b —-a).

Elvégezve a behelyettesitést:

f=a+ﬁ=a+l(b—a)=a+1b—1a=aer
2 2 2 2

Tétel: Legyen A és B két kiilonbozo térbeli pont, és P az AB szakasz azon pontja, melyre
AP:PB=n:m. Ha a megfelel6 pontokba mutaté helyvektorok a, b, és p, akkor
_m-a+n-b
 m+n

Tétel: Ha az ABC haromszog csucsaiba mutatd helyvektorok a, b és ¢, akkor a haromszog
stlypontjaba mutaté s helyvektor:

1
s==(a+b+c).
3( )

1. feladat: Egy testre 100N nagysagu északi és egy 200N nagysagu nyugati iranyba mutato
erd hat. Mekkora és milyen iranyu erdvel lehet a testet nyugalomban tartani?

Megoldas

Mivel a két vektor merdleges egymadsra, ezért az Osszegiik (ereddjiik) nagysaga Pitagorasz

tétellel szamolhato:
||Fe|| =4/100% + 200% ~ 223,6N

Meghatarozzuk az eredé nyugati iranyhoz képest észak felé vett hajlasszogét, melyet « -val
jeloliink:

tga = 100 a = 26,57
200




Ha a testet nyugalomban akarjuk tartani, akkor az eredével ellentétes iranyu, vele azonos
nagysagu erdt kell alkalmaznunk. Tehédt egy =~ 223,6N nagysagu, a keleti iranytol lefelé

~ 26,57 -ban hajl6 erére van sziikség.

2. feladat: Az ABCD paralelogramma csucsainak helyvektorai rendre a, b, ¢ és d. Fejezziik
ki ad vektortaz a, b, c vektorok segitségével!

Megoldas
A helyvektorok a sik egy tetsz6leges pontjabdl az adott pontba mutato vektorok.

Az abrarol a kovetkezd olvashato le:
d=OD=a+AD=a+BC=a+(c—b)=a+c-b.

3. feladat: Az ABC haromszog S sulypontjabol a csticsokba mutatd helyvektorok legyenek
rendre a, b, c. Hatarozzuk meg az a, b, ¢ vektorok 6sszegét!

Megoldas
Készitsiink abrat.

B

A

Legyen F az AB oldal felez6pontja, ezért SF = % . A stlypont a stlyvonal cstcstdl tavolabbi

harmadolo pontja, ezért ¢ =-2- SF =—(a+b).
Innen atrendezéssel a kovetkezot kapjuk:

a+b+c=0.



4. feladat: Az ABC hiromszdg BC oldalanak felezépontja legyen D. Szerkessziik meg a D’

pontot, amelyre AD+ AD’=0. Allitsuk elé a D'A és D'B vektorokat az AB és AC
vektorok segitségével.

Megoldas

Mivel a feltétel szerint AD+AD =0 teljesiil, ezért a D pont a D pont A-ra vonatkozé
kozéppontos tiikkorképe. Ekkor

DA_ Ap - AC+AB

YT a:ACJZrAB_i_ﬁ:ACJ;BAB.

5. feladat: Az ABC haromszogben AB: AC =2:3. Az A csucsbol indulo belsé szogfelezo a
szemkozti oldalt D pontban metszi. Adjuk meg az AD vektort AB és AC segitségével.

Megoldas

A feladat megolddsdhoz ismerniink kell a szogfelezOk osztdsaranyara vonatkozd tételt.
Eszerint: Barmely haromszdgben egy belso szog szogfelezdje a szemkozti oldalt a szomszédos
oldalak aranyaban osztja két részre.

Ennek értelmében a D pont a BC oldalon egy 6t6do16 pont ugy, hogy

Cb_3
BD 2
Ekkor:
AD - 2AC;—3AB _

6. feladat: Bontsuk fel a 20" -os lejtére helyezett SOON stlyu testre hato stlyerét a lejtovel
parhuzamos as arra merdleges Osszetevore.

Megoldas
Rajzoljuk fel az 4brat.

A rajzon talalunk merdleges szart szogeket, ezért a keresett Osszetevok a kdvetkezé modon
szamolhatok.



A lejtével parhuzamos 6sszetevo:

sina_M — sin20 = | - ||6,||~171N,
IG|| 500N P
c0305=M — 0520 :M — |G|~ 470N.
Te]] 500N

7. feladat: Az ABCDEFGH kocka A csucsabodl a szomszédos cstcsokba mutatd vektorok
legyenek: AB=a, AD =b, AE =c. Fejezziik ki az A csticsbol az osszes tobbi csiicsba
mutatd vektort az a, b, ¢ vektorok segitségével. Szamoljuk ki a keresett vektorok hosszat,
ha a kocka élének hossza 5 egység.

Megoldas
Készitsiink abrat.

A a B

A vektorok hosszanak kiszamitasanal a Pitagorasz tételt kell alkalmazni.

AC =a+b, |AC|=4+/52+5% =/50 =52
AF —a+c, |AF||=+52+52 =~/50 =52
AG =a+b+c, HEH: 52 452 152 — \[75 =53

AH =b+c, |AF]=+/5%+52 =50 =5V2.

Ellenorzo kérdések

1. kérdés: Tekintsiik az ABCDEF szabalyos hatszoget. Az A, B, C és D csucsba mutato
helyvektorokat jeldlje rendre: a, b, ¢ és d. Fejezziik ki az E csticsba mutato helyvektort
az a, b, ¢, d vektorok segitségével!

Megoldas:

d-a+b

a+b-d
d+a-b (X)



d-a-b

2. kérdés: Az ABCD paralelogramma sikjanak egy tetszéleges pontja O. Igaz-e a kdvetkezd

_— — —s —

Osszefiiggés: OA+0OC =0B+0D?
Megoldas

igen (X)
nem

3. kérdés: Egy egységnyi oldalu szabalyos hatszog cstcsai: A, B, C, D, E, F, kézéppontja K.

Legyen BA=a és BC=b. Fejezze ki a megadott vektorok segitségével az ED és BK
vektorokat. Hatarozza meg a keresett vektorok hosszat!

Megoldas

ED - -a. BK ~a—b, |ED|-1, [BK|-0

ED=-a BK==(a+b), [ED|-1 [BK[=2
2 2

ED=-a, BK=a-b, [ED|=L [BK|=0

ED=-a, BK =a+bh, Hﬁ”:l, HW =1 (X)

4. kérdés: Egy kocka A csticsabol kiindulé élvektorok a, b és c. Allapitsa meg, hogy az alabbi
vektorok koziil melyek mutatnak az A-bol kiindulva valamelyik kockacsucsba:
a) a+b-c b) a+c c) b-b d) a+b+c-a

Megoldas

mindegyik
csak az a) nem (X)
csak b) nem
csak c) nem

5. kérdés Legyen P az AB szakasz A-hoz kozelebbi negyedeld pontja. Ha az A és B pontokba
mutatd helyvektorok rendre a és b, akkor a P pontba mutat6 helyvektor:

Megoldas

%(4a +b)

%(a +4b)
LEa+h) (%
4

1
—(a+4b
4(+)






Vektorok szorzatai
Skalaris szorzat

Gyakran sziikségiink van arra, hogy ismerjiik egy testre hato F erdnek a mozgas iranyaba eso
Osszetevojét. Megmutatjuk, hogyan lehet egyszeriien kiszamitani két vektor altal kézbezart
szoget. A szamitas kulcsa a skalarszorzatnak nevezett kifejezés, amit belsé szorzatként vagy
skalaris szorzatkeént is emlegetnek. Azért besz€liink skalarszorzatrol, mert az eredmény egy
skalar (valos szam), nem pedig vektor. A skalarszorzat segitségével Ki tudjuk szamitani egy
vektor masik vektorra vonatkozo vetiiletét és valamely allando erd altal az elmozdulas
iranyaban végzett munkat is.

Definicio: Két egyallast vektor esetében ha a vektorok egyiranyuak, akkor hajlasszogiik 0°, ha
pedig ellentétes iranyuak, akkor hajlasszogiik 180°. Nem egyallasu vektorok esetén a vektorok
hajlasszogén a kdzos pontbdl kiinduld vektorok altal bezart konvex szdget értjiik.

b

(e

>

e
1]

Definicié: Tetszéleges a és b vektor skalaris szorzatan az <a, b> = ||a||||b||COSgo mennyiséget
értjiik, ahol ¢ a két vektor altal kdzbezart szog.

A skaldris szorzat tulajdonsagai:
(ab)=(b.2)
(a+b,c)=(a,c)+(b,c)
(Aa,b) =(a, Ab)
(a.2)=[al
Tétel: Két vektor akkor és csak akkor merbleges egymasra, ha skalaris szorzatuk nulla.

Definicio: Ha két vektor merdleges egymasra, akkor ezeket ortogonalis vektoroknak nevezziik.

Tétel: Két vektor hegyesszoget zar be egymassal akkor €s csak akkor, ha skalaris szorzatuk
pozitiv. Két vektor tompaszoget zar be egymassal akkor és csak akkor, ha skalaris szorzatuk
negativ.

A skalaris szorzat egyik fontos alkalmazasi teriilete: adott a és b vektorok esetén az a vektort
egyértelmiien fel tudjuk bontani b-vel parhuzamos és b-re meréleges Gsszetevokre.

Tétel: Legyen adott a és b vektor, ahol b # 0. Ekkor az a vektor b iranyaba esé merdleges
vetiiletvektora (az a vektor b-vel parhuzamos 6sszetevoje):



(),

a =
bl

Vektorialis szorzat

Két vektor esetében értelmezhetiink egy masféle szorzasi miiveletet is. Ennek a szorzasnak az
eredménye egy Uj vektor, az elnevezése pedig vektorialis szorzat lesz.

A vektorialis szorzat fogalmat széleskoriien alkalmazzak az elektromossag, magnesesség, az
aramlastan és az égi mechanika jelenségeinek leirasaban.

Definicio: Adott a és b vektorok vektorialis szorzatan azt a vektort értjiik, amely merdleges a-
ra és b-re, hossza ||a>< b|| = ||a||||b||sin @, ahol ¢ az a és b vektorok altal bezart szog, és a, b, axb
ebben a sorrendben jobbsodrasu rendszert alkotnak.

F 3
axh
b
o
a

bxa

v

A vektorialis szorzat tulajdonsagai:

axb=-bxa

(a+b)xc=axc+bxc
ax(b + c) = axb + axc
(Ka)xbzax(kb)zk(axb)

Tétel: Adott a és b nem nullvektorok esetén a vektoridlis szorzatuk akkor és csak akkor
nullvektor, ha a két vektor egymassal parhuzamos.

Tétel: Adott a és b nem nullvektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilete éppen az ||a>< b||

pozitiv valds szam.



A 4

T =laxb|

axb
Tétel: Adott a és b nem nullvektorok altal kifeszitett haromszog teriilete éppen az u

pozitiv valds szam.

Vegyesszorzat

A vegyesszorzat elnevezés arra utal, hogy ennek kiszdmitdsdnal mindkét vektorszorzas
miiveletre sziikségiink lesz.

Definicio: Adott a, b és ¢ nem nullvektorok vegyes szorzatan az abc = <a>< b,C> valds szdmot
értjik.

Tétel: Az a, b és ¢ vektorok akkor és csak akkor egysikuiak, ha abc=0. Ha a vegyesszorzat nem

nulla, akkor annak abszolut értéke az a, b és ¢ vektorok altal kifeszitett paralelepipedon Vp
térfogatat adja:

V, =|abc].

)

8. feladat: Legyen a és b két olyan vektor, melyek hajlasszoge % , valamint ||a|| =5¢s ||b|| =4

. Szdmolja ki az alabbi skalaris szorzatok értékét:



a) (a,b)

b) a’

c) (a+b)’

d (a-b)*

e) (3a—2b)(a+2b)

Megoldas

a) <a,b>:||a||||b||cos%=5-4-§=10\/§

b) a’=(aa)=|4al[a|cos0" =5-5-1=25
c) (a+b)’=(a+b,a+b)=(a,a)+(a,b)+(ba)+(b,b)=

B3

=|la|* + 2||a||||b||cos%+ b|f" = 25+ 40- 7+16 ~ 75,64 .
d) (a—b)’=(a—b,a—b)=(a,a)—(a,b)—(b,a)+(b,b)=
J3

=|la|* - 2||a||||b||cos% +|lb|f" = 25— 40- = +16~6,36

e) (3a-2b)(a+2b)=(3a-2b,a+2b)=3(a,a)+6(ab)-2(b,a)-4(b,b)=
J3

=3 + 4||a||||b||cos% —4|b||" =75+80- = —64~80,28.

9. feladat: Hatarozzuk meg az a és b vektorok szogét, ha ||a|| =9, ||b|| =4 és (a, b) =-10.

Megoldas
A skalaris szorzat definicidja szerint: (a, b> = ||a||-||b||-c03(p, ahol ¢ a két vektor altal bezart
szOg. Innen:
-10 1 .
cosp=—-=—= — @=120.
PT84 2 v

10. feladat: Az ABCDEF szabalyos hatszog oldalainak hossza 10, a hatszog kozéppontja O.
Szamitsa ki a kdvetkezo skalaris szorzatokat:

(A8,4G), (A8, AC), (BC, EF), (FC,8D), (FC,EF).
Megoldas
Rajzoljuk fel a szabalyos hatszdget.



FC, ﬁ} =20-10-c0s120° = 200-(-0,5) =100 .

F D
0
A C
B
<E,E> —10-10-c0s60° =100-0,5=50.
<E,E>=10-10\/§-cos30° =1oo-\/§-§ —150.
<ﬁ,ﬁ> —10-10-c0s180" = —100 .
<FT:,@> —20-10/3-c0s90° = 0.

11. feladat: Mekkora az a és b egységvektorok szoge, ha (a- 2b, 2a—b> =0,5.

Megoldas

Az egyenlet bal oldalan végezziik el a miiveleteket és hasznaljuk ki az (a,a) :||a||2 =1 és

(b,b) = ||b||2 =1 oOsszefliggést:
(a-2b,2a-b)=2(a,a)-1(a,b)-4(a,b)+2(b,b)=2-5(a,b)+2=4-5(a,b).

Eszerint:

4-5(a,b)=0,5 —><a,b>=3’—55 — ¢ =45,57".

12. feladat: Hatarozzuk meg az a és b vektorok altal kifeszitett paralelogramma teriiletét, ha a

két vektor egymadssal 30" -o0s szdget zar be és ||a|| =5 valamint ||b|| =10!

Megoldas
Tudjuk, hogy az a és b nem nullvektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilete éppen az

||a>< b|| pozitiv valds szdm, azaz

T =axb| = a][lbsin ¢ = 5-10-sin 30" = 25.

13. feladat: Tekintsiik az i, j, k egységvektorokat. Milyen eredményt ad a (jxi)x j miivelet?

Megoldas



A keresett miivelet eredménye egy vektor lesz, mivel két vektorialis szorzatot kell egymas utan
elvégezni. Tudjuk, hogy a vektorialis szorzat eredménye egy vektor, igy ezt kétszer egymas
utan elvégezve is egy vektort kapunk. Ha a jobbsodrast koordinata rendszerre gondolunk, akkor
tudjuk, hogy

jxi=—(ix]j)=-k
—kxj=—(kxj)=~(-)=i.
14. feladat: Tekintsiik az ABCDEF szabalyos hatszoget, melynek oldaléle 15 cm hossza. Mivel
egyenlé az ABBCCD ?
Megoldas
Tudott, hogy az ABBCCD vegyesszorzat abszolit értéke az AB BC és CD vektorok altal
kifeszitett paralelepipedon térfogatat adja meg. Ebben az esetben, mivel ezek a vektorok egy

szabalyos hatszog oldal vektorai, ezért ezek egy sikban vannak. Ha a vektorok egy sikban
vannak, akkor nem feszitenek ki testet, tehat a vegyesszorzat értéke nulla.

Eszerint:

ABBCCD =0.

Ellenorzo kérdések

6. kérdés Ha az ABCDEFGH szabalyos nyolcszog oldalainak hossza 10 egység, akkor mivel
egyenld <E, E>?

Megoldas

5072
5042 (X)
50

50

7. kérdés: Haaz ABCD paralelogramma AB oldala 6 egység, akkor mivel egyenld HE X ﬁ”
?

Megoldas
0 (X)
3

6
9

8. Kkérdés: Mivel egyenld ixk?
Megoldas

0

)

J (X)

1



9. kérdés Ha az ABC szabalyos haromszog oldalainak hossza 2 egység, akkor mivel egyenld
az ABBCCA?

8

4

2

0 (X)
Osszetett feladatok

15. feladat: Az ABC haromszog A csucsahoz egy tetszéleges O pontbol az a, a B csticsba a b,
a BC szakasz felezOpontjaba pedig a p vektor mutat. Allitsuk el6 a, b, és p segitségével :
a) az O-bol a C-be vezet6 vektort

b)  az AC vektort.

Megoldas

Készitsiink abrat!
C
DA B
A
b
a) OC=O0B-+BC =0B-+2BP =0B+2(OP —OB)
OC =b+2(p-b)=2p-b
b) AC=0C-OA=2p-b-a
16. feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha két vektor egyenlé hosszli, akkor Osszegik és
kiilonbségiik merdleges egymasra.

Megoldas

Abban az esetben, ha a két vektor nem parhuzamos, akkor megszerkesztve az dsszegiiket és a
kiilonbségiiket 1ényegében egy rombusz két atlojat kapjuk. Az elemi geometriabdl ismert, hogy
ezek egymasra merdlegesek.

Ha a két vektor parhuzamos, akkor vagy azonos iranyuak, vagy ellentétesek.



Ha azonos iranyuak, akkor a kiilonbségiik 0, ha ellentétes iranyuak, akkor pedig az 6sszegiik 0.
Mivel a 0 vektor iranya tetszOleges, ezért a 0 vektor barmely vektorra merdleges is, ezzel az
allitast igazoltuk.

17. feladat: AB és AB’ tetszdleges szakaszok, ezek felezépontja F és F. lgaz-e, hogy az AA,
BB és FF' szakaszok felezépontjai egy egyenesen vannak!

Megoldas

A! F" B'

Legyen X az AA', Y az FF és Z a BB szakasz felezpontja.
Legyenek az A, B, F, A, B, F pontokba mutaté helyvektorok rendre a, b, f, a’, b’ és f'.
Ekkor:

&=a+a O—Z’zb';b,
~__ a+b a'+b’ a+a b+b
oy _OFFOF' 5 ™ 5 5 " 5 _OX+0Z
2 2 2

Ebbdl az kovetkezik, hogy Y felezépontja az XZ szakasznak, tehat X, Y és Z egy egyenesen
vannak.

18. feladat: Az ABCDE szabalyos négyoldali gula alaplapja az ABCD négyzet. Legyen
AB=a, AD=b és AE =c. Fejezziik ki az a, b és ¢ vektorokkal:

a) a DE vektort
b) az A csticsbol a CE él felezépontjaba mutato vektort
c) az A csucsbol a BCE oldallap sulypontjaba mutato vektort.

Megoldas



a) A DE vektor felirhaté két vektor kiilonbségeként:
DE =c-b.

b) A CE ¢él, mint szakasz F felezépontjaba mutatd6 vektort akkor tudjuk konnyen
meghatarozni, ha ismerjilk a CE szakasz két végpontjadba mutatd azon helyvektorokat,
amelyek az A csticsbdl indulnak. A vektorok dsszeadasara vonatkozo szabaly alapjan:

AC=a+b AE=c.
A szakasz felezOpontba mutato vektor:

AF = AC+AE _ a+b+c.
2 2
c) Az A cstcsbol a BCE oldallap stulypontjaba mutatd vektort akkor tudjuk eldallitani, ha
ismerjiik a B, C és E csucsokba mutatd, A pontbol induld helyvektorokat. Felhasznalva az
el6z6 eredményeket:

AB=a AC=a+b AE=c.
A BCE oldallap sulypontjaba mutat6 vektor:

FS_E+TC+E_a+a+b+c_2a+b+c
B 3 3 3

19.  feladat: Az ABC haromszogben AB=6cm, BC=7cm és AC=8cm. Hatarozzuk meg az
(AB,AC) értéket!

7 cm
8 cm

6 cm

Megoldas



A skalaris szorzat kiszamitasahoz sziikségiink van a két vektor altal kdzbezart szogre. Jelen
esetben ez a haromszog A cstucsanal 1évo szoge. Mivel ez egy altalanos haromszog, ezért ezt a
szoget koszinusztétellel tudjuk kiszdmolni. A szokésos betlizést hasznélva:

a’ =b*+c” - 2bccosa
7 =6°+8"-2-6-8c0sa¢ — COS« :;—; — a~57,91.
A keresett skalaris szorzat:
(AB,AC)=6-8-c0s57,91 = 25,2.
Megjegyzés: Mivel a skalaris szorzat szamolasanal a szog koszinuszara van sziikség, ezért nem
sziikséges magat a szoget kiszamolni. Megallhatunk a cosa = é—; Osszefiiggésnél, ezt

helyettesitjiik be a skalaris szorzatba, ezaltal pontos eredményt kapva.

20.  feladat: A k paraméter mely értékénél lesznek merdlegesek egymasra az a+kb és
a—kb (b=0) vektorok?

Megoldas

Két vektor pontosan akkor merdleges egymasra, ha skalaris szorzatuk nulla, tehat a
(a+kb,a—kb)=0

egyenletet kell megoldanunk. Kihasznalva a skalaris szorzat tulajdonsagait és az egyenlet bal
oldalat atalakitva:

(a,a)—k(a,b)+k(b,a)—k*(b,b)=0
egyenlethez jutunk.
Ebbdl:

[l ~k* [l <0,

tehat

21.  feladat: Ha az a és b vektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilete 6 egység, akkor
mekkora a terilete a Cc=4a-b é a d=a+5b vektorok Aaltal Kkifeszitett
paralelogrammanak?

Megoldas

Tudjuk, hogy a paralelogramma teriilete egyenlé az 6t kifeszité két vektor vektorialis
szorzatanak abszolut értékével. Tehat a keresett teriilet:

T =|cxd|.
Behelyettesitve:
T =|(4a-b)x(a+5b)||.

Eldszor bontsuk fel a belsé zarojeleket. Minden tagot minden taggal meg kell szorozni, de
iigyelni kell arra, hogy a vektorialis szorzatnal szamit a tényezdk sorrendje:



T =|4(axa)+20(axb)-(bxa)-5(bxb)|.
Vegyiik észre, hogy
axa=|a||-|a]-sin0" =0,
valamint:
axb=-(bxa).
fgy a keresett teriilet:
T =|4(axa) +20(axb)- (bxa)-5(bxb)| =[21(axb)|=21-6 =126 teriiletegység.

22. feladat: Ha az a, b, ¢ vektorok altal kifeszitett paralelepipedon térfogata 5 egység, akkor
mennyi a térfogata az u=2a-b, v=a+3c, w=2b-c vektorok altal kifeszitett

paralelepipedonnak?
Megoldas

Mivel a paralelepipedon térfogata az 6t kifeszitd vektorok vegyesszorzatanak abszolut
értekével egyenld, ezért

V =|uvw].
Behelyettesitve:
V =|(2a-b)(a+3c)(2b-c)|.
A vegyesszorzat definicidja szerint a keresett térfogatot tovabb alakitva:
V =|((2a-b)x(a+3c),(2b-c))|.
Végezziik el elészor kiilon csak a vektorialis szorzast:
(2a-b)x(a+3c)=2(axa)+6(axc)-(bxa)-3(axc).
Kihasznalva, hogy axa=0
(2a-b)x(a+3c)=6(axc)-(bxa)-3(axc).
Helyettesitsiik ezt vissza a keresett térfogatba:

V =|(6(axc)- (bxa)-3(axc),(2b-c))| =

=|(12(axc),b)-6((axc),c)-2((bxa),b)+((bxa),c)-6((bxc),b) +3((bxc),c)

Felhasznalva a vegyesszorzat jelolési modot, folytatva az atalakitast:

V =[12ach - 6acc - 2bab + bac - 6bcb + 3bcc|

Mivel harom egysikt vektor vegyes szorzata 0, ezért mindegyik tag, amelyben van ismétl6do
vektor, az 0 lesz. (ha harom vektor koziil kettd azonos, akkor a harom vektor biztosan egysiki)

V =|[12acb +bac| .

Felhasznalva, hogy acb =-abc és bac =-abc



V =|-12abc - abc| =|-13abc| = 13|abc|.

Mivel az a, b, ¢ vektorok altal kifeszitett paralelepipedon térfogata 5 egység ezért
V =13-5=65.

Ellenorzo kérdések

10. kérdés: Az egységnyi oldalhosszusagn négyzet koré irt korének egy tetszdleges (a
csticsoktol  kiilonb6zé) P pontjabdl a csucsokhoz huzott helyvektorai legyenek:

ﬁ, @, ﬁf PD. Mivel egyenld <ﬁ+ P—C, PB+ ﬁ> ?

0
1
-1
2 X
11.  Kkérdés: Az el6z6 feladatban szerepld négyzetet tekintve, mivel egyenld

(PA-PC, PE-PD)?

0 (X)
1
-1
2

12. kérdés: Mekkora szoget zarnak be az a és b egységvektorok, ha tudjuk, hogy 5a-4b és az
a+2b vektorok merdlegesek egymasra?

30°

45°

60° (X)
120°

13.  kérdés: Ha az a, b, c vektorok altal kifeszitett paralelepipedon térfogata 19 egység,
akkor mennyi a térfogata az a-b, a+b, b+2c vektorok altal kifeszitett
paralelepipedonnak?

38
57
76 (X)
95



2. Vektorok, komplex szamok

2.2 Vektorok koordinatas alakja

Tanulasi cél: ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy a koordinatdkkal megadott vektorokkal
hogyan kell az eddig megismert fogalmakat értelmezni és a miiveleteket elvégezni.

Descartes-féle koordinata rendszer, vektorok koordinatas alakja

A Descartes-féle koordinata-rendszerben a harom tengely egymasra merdleges, €s egy pont
helyzetét — koordinatait — az X, y és z tengelyektdl mért tadvolsadga hatarozza meg. A tengelyek
metszéspontja az origd. Az origobol kiinduld, és a tengelyek iranyaba mutatd, egymadsra
kolesondsen merdleges egységvektorokat nevezziik alapvektoroknak vagy bazisvektoroknak.
Az origobol az (1, 0, 0) pontba mutatd (X iranya) egységvektor jele i, a (0, 1, 0) pontba mutato
(y iranyu) egységvektor jele j, mig a (0, 0, 1) pontba mutatd (z irany(1) egységvektor jele a K.

Az i, J, k egységnyi hosszu, egymasra paronként meréleges vektorok ebben a sorrendben
jobbsodrasu rendszert alkotnak. Ez azt jelenti, hogy ha a k vektor iranyaval szemben nézve
letekintiink az i és a j vektorok altal kifeszitett sikra, akkor ezen a sikon az i vektort az 6ramutaté
jarasaval ellentétes iranya 90 szogi forgatas viszi a j vektorba.

A J
v

Az eldz6 fejezetben targyalt, vektorok egyértelmii felbonthatosagara vonatkoz6 tétel alapjan,
egy P(x,y,z) pontba mutatdé helyvektor egyértelmilen felirhato a tengelyeken vett

egységvektorok (bazisvektorok) linearis kombinacidjaként p = xi + yj+ zk alakban.

Ekkor az (X, y,z) rendezett szamharmast a p vektor Descartes koordinatainak nevezziik,

szokasos jeldlés: p=(X,Y,z)



P(x,v,z)

\ 4

/ y
X

Miiveletek koordinatikkal (6sszeadas, kivonas, skalarral valo szorzas)
Tétel: Legyen a=(a,,a,,8;) és b=(b,,b,,b;). Ekkor
a+b=(a,a,a,)+(b,b,,b)=(a +b,a,+b,a,+h,)
a-b=(a,a,a)-(b.b,0)=(a-ba-b,a-b)
Aa=2(ay,a,a)=(1a,4a, 1a,)

Tétel: Legyen A=(a,,a,a;) és B=(b,,b,b;) két tetszéleges pont, tovébba a és b az adott
pontokba mutato helyvektorok. Ekkor

E:b_a:(bl_avbz_az’bz_aﬁ)

|AB] =[o-a] = /b, ~ ) + (b, —2,)* + (b, —a,)”

1. feladat: Hatarozzuk meg az a+b, a—b, 3a, 2b-4a,a, vektorokat, ha a=(1,2,3) és
b =(-3,4,-2)! (jelolje ae az a iranyu egységvektort)

Megoldas

a+b=(12,3)+(-34,-2)=(-2,6,0)
a—b=(12,3)—(-3,4,-2) = (4,-2,5)
3a=3(12,3)=(36,9)

2b—-4a=2(-34,-2) —4(1, 2,3) =(-10,0,-16)



a=JI’+22+3 =14

Jeldlje ae az a irdnyl egységvektort. Ekkor

1 1 1 2 3
e 029 )

2. feladat: Dontsiik el, hogy parhuzamosak-e az adott vektorparok:
a) a=(-4,12,8) és b=(-2,6,4)
b) a=(9,312) és b=(3,15)

Megoldas

Két vektor parhuzamos, ha az egyik vektor eléall a masik nullatol kiilonb6zo szdmszorosaként,
azaz ha létezik olyan A #0 valds szam, amelyre a=Ab.

a) Konnyen lathato, hogy ebben a részben a A =2 értéket valasztva, a=2b, tehat ezek a
vektorok parhuzamosak.

Eszrevehetd, hogy ha a=Ab, akkor A = 4_%_ 5% Osszefliggés is teljesiil, azaz a

2 3
vektorok azonos indexii koordinatainak hanyadosai egyenldk. Ezzel a mddszerrel:
-4 128
-2 6 4

b) Kihasznalva, hogy ha az azonos index( koordinatak hanyadosai egyenl6k, akkor az egyik
vektor a masik szadmszorosa, azaz parhuzamosak. Ebben az esetben:
9 3 12

3 1 5°

Tehat ez a két vektor nem parhuzamos.

3. feladat: Vizsgaljuk meg, hogy az alabbi pontok egy egyenesre esnek-€? A(1,-2,3),
B(-11,-1) és C(=3,-2,3).

Megoldas

A harom pont akkor illeszkedik egy egyenesre, ha AB ¢és AC vektorok parhuzamosak
egymassal. (Természetesen itt masképpen is ki lehetne valasztani két-két vektort.)

Legyenek a, b, és c az A, B és C pontokban mutato helyvektorok. Ekkor:
AB=b-a=(-23-4) és AC=c—a=(-4,0,0).

Mivel:



ezért a harom pont nem esik egy egyenesre.

4. feladat: Az el6z6 feladatban megadott pontok nincsenek egy egyenesen, tehat egy
haromszoget hataroznak meg. Szamitsuk ki a haromszog kertiletét!

Megoldas

A keriilet kiszamitasdhoz ismerni kell mindharom oldal hosszat. Az oldalak hossza nem mas,

mint az adott pontok tavolsaga. Az A és B pontok tavolsaga az AB vektor hosszaval egyezik
meg.

AB=b-a=(-23-4) HEH = J(-2)? +3 +(-4)? =/29.
Hasonloan szamoljuk a mésik két oldal hosszat is:

AC=c-a=(-4,0,0) [BC|=\(-4)+(0)+0* =\16 =4

BC=c-b=(-2-34) H%H = (=22 +(-3)*+4* =29
A haromszdog keriilete:
K =29 +4+29 ~14,77.
5. feladat: Hatarozzuk meg az AB szakasz F felezépontjat és az A -hoz kozelebb esé Ha
harmadolo6 pontjanak koordinatait, ha A(4,1,-2) és B(3,-11)!
Megoldas

Hasznaljuk fel, hogy az F pontba mutaté f helyvektor felirhatd a végpontokba mutatd
a+b

helyvektorok segitségével f = alakban. Mivel ez egy vektorialis egyenlet, ez az

Osszefliggés a koordinatakra kiilon-kiilon is felirhato, azaz

C_atb . _ath . ath,
1 2 3 "
2 2 2

Tehat:
ES B EIC N =
2 2 2 2 2
A kapott eredmények alapjan a felezpont:

F(30-3 ).
2 2

A Ha pontba mutatd ha helyvektor szintén felirhatd a végpontokba mutatdé helyvektorok
segitségével:
ha:2a+b.
3




Elvégezve a szamolast:

h —23+b :Ea+1b=3(4,1,—2)+1(3,—1,1)=[E,1,—1j.
3 3 3 33

Tehat a keresett harmadol6 pont koordinatai:
H, (1_1 L _1j .
33

6. feladat: Adott az a = (—4,3,0) vektor. Allitsuk el
a) az a-val azonos iranyu a, egységnyi hosszusagu vektort
b) az a-val ellentétes iranyt, 8 hosszusagu b vektort!

Megoldas
a) Tudjuk, hogy
1
a,=-—a,
ol
ezért ebbe az Osszefiiggésbe behelyettesitve:
1

a, = ia =
o = f(-4)? +32 + 02

b) El6szor adjuk meg az a vektorral azonos iranyt, iranyitottsagu és egységnyi hosszsagu

1 4 3
-4,3,0)=-(-4,3,0)=| ——,-,0
( )= ) ( - j
a, vektort. Ezt az el6z0 részben szamoltuk ki,

Ezt az egységnyi hosszisagu vektort nyujtsuk meg 8 egységnyire:

S NE
55 5 5

Képezziik az ellentett vektorat, azaz szorozzuk meg (—1)-gyel:

=16 =1 -2 2.0)-[£.- 2.0
5 5 5 5

Ellenorzo kérdések

1. kérdés Az AB szakasz felezOpontja F. Ha A(11,-3,-4) és F(-2,1,3) akkor B pont
B(4,5, -1, -1,5)



B(7,5, -2, -7,5)
B(-15,5,10) (X)
B(-15,5,1)

. kérdés: Hatarozzuk meg az ABCD paralelogramma D csucsat, ha A(1,2,3), B(-1,1,-3) és
C(5,-4,5)!

D(7, -3,-10)
D(7,-3,-11) (X)
D(-5,7,-5)
D(7,-3,-5)

. kérdés: Egy egyenesre illeszkedik-¢ a kdvetkez6 harom pont: A(1, -1, 5), B(3, 3, 3) és C(0,
-3, 4)?

igen
nem (X)

. kérdés: Hatarozza meg az a=(-112) irdnydba mutatd egységnyi hosszusagu vektor

koordinatait!
(339

2 2
(_l 1 l}

4'4°2

1 1 6
{_%!E!?J (X)

|
gl
ol
Wl
N

. kérdés: Hatarozza meg az AB szakasz B-hez kozelebbi harmadol6 pontjanak koordinatait,
haA(1, 1, -1,) és B(3, -1, 2)!




Vektorok skalaris szorzata

Emlékeztet6 az 1. leckébdl:

Definicio: Tetszéleges a és b vektor skaléris szorzatan az (a,b) = [af b - cos ¢ mennyiséget
értjiik, ahol ¢ a két vektor altal kdzbezart szog.

Tétel: Két vektor akkor €s csak akkor merdleges egymasra, ha skalaris szorzatuk nulla.
Definicié: ha két vektor merdleges egymasra, akkor ezeket ortogonalis vektoroknak nevezziik.

A skalaris szorzat szamolasa koordinatakkal
Tétel: Legyen a=(a,,a,,3;) és b=(b,,b,,b;). Ekkor

ab=ab +ab, +a;b,.

Megjegyzés: ortonormalt bazisvektorok esetén <i,j> = <i, k> = <j, k> =0.

Tétel: Legyen a= (al, a,, ag) és b= (bl, b,, b3) nullvektortol kiilonbozd két vektor. Ekkor az

altaluk kozbezart szog:

cosg = _(a, b)
[a]lb]

Kovetkezmény: Ha

. (a, b) >0 akkor a két vektor hegyesszoget zar be egymassal,
J (a, b) <0 akkor a két vektor tompaszoget zar be egymassal,

J (a, b) =0 akkor a két vektor merdleges egymasra.

Tétel: Legyen adott a és b vektor, ahol b # 0. Ekkor az a vektor egyértelmiien felbonthato b
vektorral parhuzamos (ap) és b vektorra meréleges dsszetevokre (am), ahol
a,b
(@),

a =-—-;*- S a =a-—a_.
T R

7. feladat: Hatarozzuk meg a kovetkezd vektorparok szogét:
a) a=(5,-1,2) b=(31-2)
b) a=(4,-2,2) b=(36,0)
c) a=(-2,-1,2) b=(312)

Megoldas
Jeloljiik a két vektor altal kozbezart szoget ¢ -el. Ekkor a



(a.b)
el

Cos @ =

Osszefliggés alapjan fogunk szamolni.

a) Haa=(5-12) és b=(3,1,-2) , akkor
(a,b) 5-3+(-1)-1+2-(-2)

cosp = = -
[alllbl /5% + (-7 + 22 3 +2° + (-2)?

__ 10 0,480 — (~60,79".

3014
b) Ha a=(4,-2,2) és b=(3,6,0), akkor

(ab)  4.3+(-2)-6+2.0

CoS @ = =
lalllbll /42 + (-2)% + 22 /3 + 62 +.0?

=—— =0 > ¢=90.

J2at5
c) Haa=(-2,-12) és b=(3,12), akkor
(ab) _ (-2)-3+(-1)-1+2-2 _
falllbll  \J(=2)? + (-1)? + 22 32 +22 - 22

— 3~ 02673 - ~10550".

NN

CoS @ =

8. feladat: Adjuk meg z értékét ugy, hogy a és b vektorok merélegesek legyenek egymasra, ha
a=(-2,-12) ésb=(4,-12).

Megoldas

Két vektor akkor €s csak akkor merdleges egymadsra, ha skaléris szorzatuk 0. Tehat ugy kell z
értékét megvalasztani, hogy (a, b) =0 teljestiljon.

<a,b>:(—2)-4+(—1)-(—1)+2-z=0 — —7+2z=0
7=3,5.

9. feladat: Hatarozzuk meg az ABC haromszog legnagyobb szogét, ha A(L,1,0), B(-2,-1,1)
és C(2,1,-1)!

Megoldas

Mivel csak a legnagyobb szog a kérdés, jo lenne eldonteni, melyik csticsnél talalhato, kiilonben
mindegyik szdget ki kell szamolnunk, s kivalasztani a legnagyobbat. Mivel a haromszdgekben



nagyobb oldallal szemben nagyobb sz6g van, a legnagyobb szog a Iegnagyobb oldallal szemben
lesz. Az oldalak hosszdnak meghatérozéasahoz irjuk fel az AB, AC és BC vektorokat.

AB=(-3-21) — HEH=\/(—3)2+(—2)2+12 =14
AC =(1,0,-1) HACH—,/12+02+( 1)’ =2
BC=(42-2) — [BC|=y4+2"+(-2)* =V24.

Mivel BC a leghosszabb oldal, ezért az A csticsnal 1évé a szog a haromszog legnagyobb szoge.
Ez a sz6g 1ényegében az AB és AC vektorok altal bezart szog, igy:

(AB.AC) (-9)1+(2)-0+1(-1) _
fac]” e

:_—4z—0,7559 - a~139,10".

vz

COSx =

10.  feladat: Bizonyitsuk be, hogy az a=(2,-3,-6), b =(6,-2,3) és c=(3,6,-2) vektorok
kockat feszitenek ki!

Megoldas

Ez gy értendd, hogy ha a harom vektort kdzos kezd6pontbol mérjiik fel, akkor egy kocka egy
csticsbol induld harom élvektorat kapjuk.

Ennek teljesiiléséhez az sziikséges, hogy a vektorok hossza azonos legyen, s egymaésra
paronként merdlegesek legyenek, azaz barmelyik merdleges legyen barmelyikre.

Szamoljuk eldszor a vektorok hosszat:

8] = /2% + (-3)° + (~6)° =/49 =7

A masik két vektor hossza is ugyanennyi, hiszen a koordinatak csak fel vannak cserélve,
valamint az eldjelek valtoznak, de ez a négyzet miatt nem szamit.

Mar csak a paronkénti merdlegességet kell ellendrizni. A merdlegességhez az kell, hogy
barmely két vektor skalaris szorzata O legyen.

(a,b)=2-6+(-3)-(-2)+(-6)-3=0
(a,c)=2-3+(-3)-6+(-6)-(-2)=0
(b,c)=6-3+(-2)-6+3:(-2) =0.

Mivel a merblegességek is teljesiilnek, ezért ezek a vektorok valoban kockat feszitenek ki.

11.  feladat: Bontsuk fel az a=(2,1,-1) vektort a b =(-3,-11) vektorral parhuzamos ¢és
rd merdleges 0sszetevokre!



Megoldas

A feladathoz Iényegében két képletet kell ismerniink:

_f(ab)

a =——b ¢ a =a-—a,_.
ST

o _{ab) 23 +1(D+(-D1
" bl (\/(—3)2 T (—1)? 412 )2

am:a—ap:(2,1,—1)—[ﬁ,§,—§j:(—g,i,—ij.
1111 11 1111 11

(-3-11)=S(3-11=(22 8 _8
11 11 11 11

Ellenorzo kérdések

6. kérdés Szamitsa ki az a=(-2,0,1) és b =(-13,2) vektorok skalaris szorzatat!
3
4 (X)
-4
-5

7. kérdés lgaz-e, hogy az a=(-2,-3,1) ésa b =(2,3,-1) vektorok merdlegesek egymasra?
igen
nem (X)

8. kérdés Mekkora a két vektor hajlasszoge, ha a=(-1,3,-2) és b=(1,-11)?
157,79° (X)
o
22,21
67,79

9. kérdés Mivel egyenld y, haaz a=(-1,3,-2) két b=(1,y,1) vektorok meréleges egymasra?

-2
1
1 (X)
0

10. kérdés Hatarozza meg a b=(-1,-2,-2) vektor a=(-1,1,-2) vektorral parhuzamos
Osszetevdjének koordinatait!



7~ N 7\
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Vektorok vektorialis szorzata
Emlékeztet6d az 1. leckébol:

Definicié: Adott a és b vektorok vektorialis szorzatan azt a vektort értjiik, amely merdleges a-
ra és b-re, hossza ||a>< b|| :||a||||b||-Sin(p , ahol ¢ az a és b vektorok altal bezart szog, és a, b,

axb ebben a sorrendben jobbsodrasu rendszert alkotnak.

Tétel: Adott a és b nem nullvektorok esetén a vektoridlis szorzatuk akkor és csak akkor
nullvektor, ha a két vektor egymassal parhuzamos.

Tétel: Adott a és b nem nullvektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilete éppen az ||a>< b||

v

T =Jaxb

pozitiv valds szam.

axb
Tétel: Adott a és b nem nullvektorok altal kifeszitett haromszog teriilete éppen az u

pozitiv valos szam.

A vektorialis szorzat szamolasa koordinatakkal

Tétel: Legyen a=(a,,a,,3;) és b=(h,b,,b;). Ekkor

R T
axb=(a,a,,a;)x(b,b,b)=|a, a, a=
b b, b

:(Zj E:jl_(zli Zjﬁ_(zli Zj}k:(azbs_aabz)i_(aibs_aabl)j+(a1b2_a2b1)k.

12. feladat: Szamitsa ki az axb értéket, ha a=(2,1,-1) és b=(-1,0,2)!

Megoldas
i j k
axb=2 1 - :[1-2—(—1)-0]i—[2-2—(—1)-(—1)]j+[2-0—1-(—1)]k:2i—3j+k.
-1 0 2

Tehat:



axb=(2,-31).

13.  feladat: Hatarozzuk meg az ABCD paralelogramma teriiletét és C cstcsanak
koordinatait, ha A(L10), B(~1,0,3) és D(L 4,1)!

Megoldas
A paralelogrammat Iényegében az AB és AD vektorok feszitik ki. Tudott Osszefliggés, hogy
ebben az esetben a paralelogramma teriilete:

T =[50
Allitsuk el6 ezeket a vektorokat, ha a csucsokba mutaté helyvektorokat rendre a, b és d
vektorokkal jeloljiik.
AB=b-a=(-2,-1,3) AD=d-a=(0,31)
Ekkor:
i
ABxAD=[-2 -1 3|=[(-1)-1-3-3]i-[(-2)-1-3-0]j+[(-2)-3-1-0]k =
0 3 1
=-10i+2j—6k

T = | AB x AD| = |-10i + 2j - 6K| = {/(-10)° + 2° + (-6)* =~/140 .

A C cstces koordinatdinak meghatarozasanal hasznaljuk ki azt, hogy a paralelogramma 4tl61
felezik egymast. Ez a kozos felez6pont a paralelogramma kozéppontja, jeldljik K-val.
K felezOpontja a BD 4tlonak ezért:

-1+1
k, = 5 k,=0
0+4
k, = > k,=2
3+1
k3 = T k3 = 2 y
azaz
K(0,2,2).
Mivel K az AC atlonak is felezOpontja, ezért:
Ozlzq 1
2=12% =3
2=2 2 o4,
Tehat a keresett C cstcs:
C(-13,4).

14. feladat: Hatarozzuk meg az ABC haromszog A csucsabol induld magassagvonalanak
hosszat, ha A(3,-3,4), B(-1,2,4) és C(-1,6,1)!



Megoldas

Készitstink abrat.

A

A megoldds sordn hasznaljuk ki, hogy a haromszog teriiletét kétféleképpen is ki tudjuk
szédmolni:

-2
2

valamint

ahol a szokésos jelolést megtartva a = HEH , m, pedig az A csucsbol indulé magassag. Mivel
a kétféleképpen felirt teriilet megegyezik, ezért:

olA8<Ac| = [sc]r

2 2 :
ahonnan:

[AB < AC

©o el
Allitsuk el6 a szamolashoz sziikséges vektorokat.

AB=(—4,50) AC=(-4,9,-3) BC=(0,4,-3)

m

i ok
ABXAC=|-4 5 0|=[5(-3)-0-9]i-[(-4)-(-3)-0-(-4)]j+[(-4)-9-5-(-4)]k =
4 9 -3
— ~15i~12j-16k
- |ABxAC| _ Jc15y + (C12y + (-16) 25 _ -
¢ Hﬁ” 0% + 4% +(=3)? 5

Vektorok vegyesszorzata
Emlékeztet6 az 1. leckébal:

A vegyesszorzat elnevezés arra utal, hogy ennek kiszdmitdsdnal mindkét vektorszorzas
miveletre sziikségiink lesz.



Definicié: Adott a, b és ¢ nem nullvektorok vegyes szorzatan az abc = <a>< b,C> valds szamot
értjiik.
Tétel: Az a, b és ¢ vektorok akkor és csak akkor egysikuak, ha abc=0. Ha a vegyesszorzat nem

nulla, akkor annak abszolut értéke az a, b és ¢ vektorok altal kifeszitett paralelepipedon Vp
térfogatat adja:

V, =|abg].

/
Ja
2\ ar/—r

X

Az a, b és ¢ vektorok altal kifeszitett tetraéder V; térfogata:

_labe]
t 6 -

15.  feladat: Hatarozzuk meg az abc értékét, ha a = (2,-4,3), b=(1,-15) és c=(-2,3,1).
Egysikuak-e ezek a vektorok?

Megoldas

Tudjuk, hogy abc = (axb,c). El8szér az axb vektort szamoljuk ki.

i j ok
axb=|2 -4 3|=[(-4)-5-3-(-1)]i—[2-5-3-1]j+[2-(-) - (-4)-1]k =
1 -1 5

=-171-7)+2k.
A most kapott vektort skalarisan szorozzuk c-vel:
abc=(axb,c)=((-17,-7,2),(-2,31)) = (-17)- (-2) +(-7)-3+2-1=15.
Mivel a vegyesszorzat nem lett nulla, ezért ezek a vektorok nem egysiktak.

16.  feladat: Hatarozzuk meg az a=(4,11), b=(2,1,3) és c=(-12,-5) vektorok altal
kifeszitett paralelepipedon térfogatat!

Megoldas

Tudjuk, hogy a V, = |abC|, azaz ki kell szamolni a harom vektorok vegyesszorzatat, majd az

eredmény abszolut értékét kell venni. A szamolast most is két 1épésben fogjuk elvégezni.



i J Kk
axb={4 1 1/=2i-10j+2k
2 1 3
abc =(axb,c)=((2,-10,2),(-12,-5)) =-32.
Ebbdl a keresett térfogat:
V:|—32|:32.

17.  feladat: Egysikuak-e az alabbi pontok: A(L,-1,0), B(0,1,-1), C(2,0,-2) és D(1,1,-2)
?

Megoldas

Ha a négy pont egy sikban van, akkor az egyik pontb6l a masik harom pontba irdnyitott vektor
is egy kozos sikban van. Ez az allitas forditva is igaz. Ha kivalasztjuk az A pontot, és képezziik

az AB, AC és AD vektorokat, akkor ha ezen vektorok vegyesszorzata nulla értéket ad, akkor
a vektorok egysiktak, de ekkor a pontok is olyanok.

AB=(-12-1) AC=(1-2) AD=(0,2,-2).
Képezziik az
ABACAD - (AB x AC, AD)

vegyesszorzatot. Ezt most is két 1épésben fogjuk szamolni.

i j ok
ABxAC=|-1 2 -1/=-3i-3j-3k
1 1 -2

ABACAD = (ABxAC,AD) =((-3,-3,-3),(0,2,-2))=0.
Mivel a harom vektor vegyesszorzata nulla, ezért a harom vektor egysiku. Ez viszont csak ugy

lehetséges, ha az eredeti négy pont is egysiku.

18. feladat: Mekkora az ABCD tetraéder térfogata, ha A(1,-1,0), B(-6,0,-1), C(-2,-4,1)
és D(-2,-4,-3)?
Megoldas

Tudjuk, hogy a tetraéder térfogata vegyesszorzat segitségével szamolhato, ha rendelkeziink egy
k6z6s csucsbol induld harom élvektorral. Ennek érdekében valasszuk ki az A csucsot, és
hatarozzuk meg a tobbi csucsba mutatd élvektort.

AB=(-7,1,-1) AC=(-3-31) AD=(-3-3-3)
Képezziik el0szor az

ABAC AD - (ABx AC, AD)

vegyesszorzatot. Ezt most is két 1épésben fogjuk szamolni.



i j Kk
ABxAC=|-7 1 -1=-2i+10j+24k
-3 3 1
ABACAD =(ABxAC, AD) = ((~2,10,24),(-3,~3,-3)) = —96.
Innen a tetraéder térfogata:
‘EEE‘ |—96|
Vi = = =16
6 6

Ellenorzo kérdések

11. kérdés: Mivel egyenld bxa, ha a=(1,0,-1) és b=(0,-2,1)?

2,1,2) (X)
2,-1,2)

(-2, -1, -2)
(-2,1,-2)

12.  kérdés: Mekkora az a=(4,0,-1) ¢és b=(0,-2,1) vektorok altal kifeszitett
paralelogramma teriilete?
9
3 (X)
15
4,5

13. kérdés: Szamitsa ki az ABC haromszog teriiletét, ha A(-3,2,5), B(1,0,4) és C(2,6,3)

(X)

[ERN
\,'\’|m'\>|3 Ny
NN NS
o ©

14. kérdés: Hatarozzuk meg az a=(1,0,-1), b =(5,-3,-2) és ¢ =(3,—4,2) vektorok altal
kifeszitett paralelepipedon térfogatat!

3 (X)
3

o1 ©

15. kérdés: Egysikuak-e az alabbi pontok: A(1,-1,0), B(2,1,-1), C(-1,-11) ¢és
D(-4,1,5)?



igen
nem (X)



Osszetett feladatok

19. feladat: Adott az ABC haromszog A(1,-1,2) csticsa, valamint az AB oldal egy olyan P(1,1,2)
pontja, amelyre AP:PB=2:3. Az AC oldal felezopontja F(5,5,-2). Hatarozzuk meg a
haromszog hidnyzo cstcsait €s a sulypont koordinatait! Szamitsuk ki a haromszog teriiletét!

Megoldas

Jelolje a, b, ¢, p f és s rendre az A, B, C, P, F és S pontokba mutaté helyvektorokat a
szokasoknak megfelelden.

O
Mivel P egy 6t6dol6 pont az AB szakaszon, ezért
3a+2b 5p0—-3a 5 3
p= — b= =—p——
5 2 2 2
Behelyettesitve:
5 3_ 5 3
b 2p 2a 2(1,1,2) 2(l, 1,2)=(14,2).
Eszerint a haromszdg B csucsa:
B(1,4,2).
Mivel F felezépont az AC oldalon, ezért:

f:a—;rC — c=2f-a,

azaz.
c=2f-a=2(55-2)-(1,-1,2)=(9,11,-6) .
Tehat a C csucs koordinatai:
C(9,11,-6).

Ismert Osszefliggés, hogy

atb+c

S =
3

Tehat a haromszog sulypontjanak koordinatai:

1 1 1114 2
=§(a+b+c):5[(1,—1,2)+(1,4,2)+(9,11,—6)]:(??—gj.



A haromszog teriiletének meghatarozasdhoz adjunk meg két olyan vektort, amely kifesziti a

haromszoget. Legyenek ezek most az A pontbdl induld AB és AC vektorok. Ekkor a
haromszog teriilete:

T~ 3R c]
AB=(0,50) AC=(812,-8).
i j ok
ABXxAC=l0 5 0|=-40i+0j—40k.
8 -12 -8

A haromszog teriilete:

T |48 AC] = =40y + (-40)" ~ 2042,

20. feladat: Az ABCD paralelogramma cstucsai A(-2,1,2), B(4,3,-1) és C(1,9,-3).
Bizonyitsa be, hogy a paralelogramma négyzet!

Megoldas

Mivel a paralelogramma atloéi felezik egymast, ezért az AC és BD atlok felez6pontja
megegyezik. Ez a pont a paralelogramma k6zéppontja, jeldljik K-val.

Legyenek a, b, ¢, d, és k rendre az A, B, C, D és K pontokba mutatd helyvektorok.

Ekkor:

1 1 1.1
k=>(a+0)=[(-21,2)+(19,-3)] =(—5,5,—§J.

Tovabba:
1 1 1
k:E(b+d) - d:2k—b:2(—5,5,—EJ—(4,3,—1)=(—5,7,0),

tehat a paralelogramma D cstcsa:
D(-5,7,0).

Egy paralelogramma akkor négyzet, ha két szomszédos oldala azonos hosszuisagli és merdleges
egymasra. Tekintsiik az AB és AD oldalakat.

AB=(6,2-3) [AB|=16"+2"+(-3)° =7
AD = (3,-6,2) HEH:W:?

Tehét a paralelogramménk két szomszédos oldala 7 egységnyi. Még a merdlegességet kell
igazolni. Tudjuk, hogy ha két vektor merdleges egymasra, akkor a skalaris szorzatuk nulla.
Ellenérizziik le:

<E,ﬁ> = ((6,2,-3),(3,-6,2)) =18-12-6=0.

Ez azt jelenti, hogy két szomszédos oldal merdleges egymasra.
Mivel olyan paralelogrammank van, amelynek két szomszédos oldala egyenlé nagysagl és
egymasra meroleges, ezért ez a paralelogramma négyzet.

Megjegyzés: A D cstcs meghatarozasa nélkiil is dolgozhattunk volna. A négyzet olyan
sikidom, amelynek két egyenld hosszisagu atloja van, amelyek merdlegesen felezik egymast.
Ezt a tulajdonsagot kihasznalva is megoldhattuk volna a feladatot.



21. feladat: Egy téglatest két élvektora a=(4,3,1) és b=(-1,0,1). Hatarozzuk meg a
harmadik c élvektorat, ha tudjuk, hogy |c||=5.
Megoldas

A téglatest élei mer6legesek egymasra, ezért a keresett ¢ vektor meréleges mind az a, minda b
vektorra. Ha egy olyan vektort keresiink, amely két adott vektor mindegyikére meréleges, akkor
ahhoz a vektorialis szorzatra lesz sziikségiink. Képezziik az axb vektort.

i j ok
axb=|4 3 1|=3i-5j+3k.
10 1

Ez az 0j vektor csak akkor lehet a keresett ¢ élvektor, ha a hossza 5 egység.

[axb = /32 +(-5)? + 32 =/43.

Nekiink egy axb iranyu, de 5 hosszusagu vektorra van sziikségiink, ezért

5 5 15 25 15
o i@ P~ 5659~ T s

A feltételeknek a most meghatarozott ¢ vektor ellentettje is megfelel, igy a feladat masik

megoldasa:
, [ 15 25 15 j

22.  feladat: Mekkora az ABCD tetraéder D csucsbol induld testmagassaganak hossza, ha
A(L2,1), B(2,2,2), C(4,4,3) és D(-5,10,9)?

Megoldas

A megoldas soran a tetraéder térfogatat kétféleképpen fogjuk felirni, amelybdl a keresett
magassag majd meghatarozhato lesz.

Hatarozzuk meg eldszor a tetraéder A csticsabdl indulo élvektorait:
AB=(1,0,1) AC=(322) AD=(-56,828).
Eldszor szamoljuk ki a tetraéder térfogatat a vegysszorzat segitségével.
i j k
ABxAC=[1 0 1|=-2i+j+2k,
3 2 2

ABACAD = <EXE,E> =((-2,1,2),(-6,8,8)) =36,

ABACAD
VI = u = % = 6
6 6
A D csticsbdl indulo testmagassag meghatarozasahoz hasznaljuk fel a tetraé¢der kdzépiskolaban

tanult térfogatképletét, valamint azt, hogy a haromszog teriiletét fel tudjuk irni a vektorialis
szorzat hosszaként:

T o Lo e 1Y

t
3 3 6
A vektoridlis szorzatot mar korabban kiszamoltuk, igy:




e -3
Innen a keresett magassag:
6 3-m,
6

- my=12.

23.  feladat: Hatarozzuk meg z értékét ugy, hogy az alabbi harom vektor egy sikban
legyen: a=(2,z,z), b=(-2,3,-4), c=(2z2,-1,3).

Megoldas

Ha harom vektor egy sikban van, akkor a vegyesszorzatuk nulla. Ezt hasznaljuk ki a megoldas
soran.

abc=(axb,c)=0.

i k
axb={2 z z|=-7zi—-(-8+12)j+(6+2)k
-z 3 4

abc=(axb,c)=0 — ((-72,8-2,6+12),(22,-1,3))=0
—147° - (8—2)+3(6+2)=0

~147° +4z+10=0

z, =1 Zz=—$-

Ellenorzo kérdések

16. kérdés: Adott az ABC haromszég C(1,-3,2) csucsa, valamint az AC oldal egy olyan
P (2 ,—1 gj pontja, amelyre AP:PC=1:2. Az AB oldal felez6pontja F (1, 0, %j . Hatarozzuk
meg a haromszog sulypontjanak koordinatait!
S(1,0,1)
S(1-1,0)
S(L-11) (X)
S(L1-1)

17. kérdés: Kockat feszit-e ki a kovetkez6 harom vektor? a(-8,2,4), b(2,-4,8),
c(-4,8,-2)

igen
nem (X)

18.  kérdés: Mekkora az ABCD tetraéder D csucsbol induld testmagassaganak hossza, ha
A(-1,-1,-1), B(3,0,0), C(0,3,0) ¢s D(0,0,3)?
4

J12



2
243 (X)
6

19.  kérdés: Hatarozza meg X értékét ugy, hogy az a, b, c, vektorok altal kifeszitett
paralelepipedon térfogata 62 egység legyen, ha a(x,—6,8) , b(-x,-1,-4), c(x,-5,3)!
1

3
2 (X)
1
6



3. Vektorok, komplex szamok

1.3. Térelemek megadasa, metszéspontja, tavolsaga, szoge

Tanulasi cél: ebben a leckében megmutatjuk, hogyan hasznalhatjuk a skalaris és a vektorialis
szorzatot térbeli egyenesek ¢€s sikok egyenletének felirasara.

Térelemeknek nevezziik harom dimenzidban a pontot, egyenest €s sikot.

Egyenes megadasa térben

Sikbeli koordinatageometriaban az egyenes normalvektoranak egy, az egyenesre meréleges
vektort neveztiink. Térbeli egyenes esetében ez mar nem egyértelmii, mert egy térbeli egyenesre
végtelen sok merdleges vektor allithatd, ezért a térbeli egyenes megadasahoz mas adatra lesz
szlikséglink.

Legyen adott a térben egy P,(X, ,Y,.Z,) rogzitett pont és egy vV =(V,,V,,V;)#0 vektor. Ekkor

pontosan egy olyan egyenes létezik, amely athalad a Po ponton, és parhuzamos a v vektorral.
Ennek az egyenesnek a paraméteres vektoregyenlete:

p=p,+tv

ahol p, =(%,, ¥y, Z,) aPordgzitettt pont helyvektora, a p =(x,y,z) az egyenes egy tetszdleges
P futopontjanak a helyvektora, a t valds szdm a paraméter, a vV pedig az egyenes iranyvektora.

Ez annyit jelent, hogy t helyére kiilonb6z6 értékeket helyettesitve az egyenesen egy-egy pontot
kapunk. Ez forditva is igaz, az egyenes minden pontjanak egyértelmiien megfelel egy t érték.

A fenti 6sszefliggés egy vektoregyenlet, ami azt jelenti, hogy ha az egyenlet bal és a jobb oldala
megegyezik, akkor a két vektor minden koordinataja megegyezik. Felirva a koordinatakra
vonatkozo egyenleteket, az egyenes paraméteres egyenletrendszerét kapjuk:



X=X, +Vt
y=Yy,+Wtr teR.
Z=17,+Vt

Megjegyzés: Egy adott egyenes paraméteres egyenletrendszere végtelen sokféleképpen
felirhato!

Ha az egyenes iranyvektoraban egyik komponens sem nulla, akkor az egyenleteket t-re
rendezve:

X=X — Y=Y — -1, =(t)
Vi Vs Vs

az egyenes paraméter nélkiili egyenletéhez jutunk.

1. feladat: frja fel az A(3,—1,4) és B(2,3,—1) pontok altal meghatarozott egyenes egyenletét

mindkét alakban! Adjon egy tovabbi C pontot, amely rajta van az egyenesen! Dontse el,
hogy a D(-3,2,-1) pont rajta van-e az egyenesen?

Megoldas:

Az egyenes felirasahoz sziikségiink van egy iranyvektorra és egy adott pontra. Iranyvektor lehet
az AB vektor, az adott pont pedig legyen az A. Mivel AB =v =(-1,4,-5), ezért az egyenes
paraméteres egyenletrendszere:

x=3-1, y=-1+4t, z=4-5, teR.

Mivel az iranyvektor egyik komponense sem nulla, ezért mindegyik egyenletet t-re rendezve
megkapjuk a paraméter nélkiili alakot:

3—x= y_+1 — ﬂ .

4 5

Az egyenes egy tetszOleges pontjat kapjuk, ha t-nek adunk egy valds értéket és ezt
behelyettesitjiikk az egyenes paraméteres egyenletrendszerébe, igy meghatarozva a keresett C
pont (x,y,z) koordinatait.
Legyen példaul t=2, ekkor x=1,y=7,z=-2, tehat az egyenes egy tetszéleges C pontja:
C(1,7,-2) . Vilagos, hogy mas t érték esetén az egyenes mas-mas pontjat kapjuk.

Egy pont akkor van rajta egy egyenesen, ha koordinatai kielégitik az egyenes egyenletét. Ez a
paraméteres alaknal azt jelenti, hogy minden koordinata értékhez ugyanaz a t érték tartozik. Ha
D(-3,2,-1) rajta van az egyenesen, akkor D Kkoordinatait behelyettesitve és az
egyenletrendszert megoldva mindegyik sorbdl azonos t-t szdmolunk.

-3=3-t —> t=6; 4=-1+4t — t:%.
Mivel mar az elsd két sorbol kiilonbozd t értéket kaptunk, egyértelmt, hogy a D pont nincs rajta
az egyenesen.

Megjegyzés: Ha az egyenes felirasanal a B pontot valasztottuk volna adott pontnak, akkor a
kovetkezd alakot kapnank:

x=2-t, y=3+4t, z=-1-5t, teR.



Ugy tiinhet, hogy masik egyenest kaptunk, pedig nem. Ez ugyanaz az egyenes, csak mas az
alakja.

2. feladat: lgaz-e, hogy e:x=1-2t,y=3+t,z=-1-t, teR ¢és f:l—x:yTJr?’:ZZ;l

egyenesek parhuzamosak?
Megoldas
Két egyenes parhuzamos, ha irdnyvektoraik parhuzamosak. Az e egyenes iranyvektora konnyen
kiolvashato: v, =(-2,1,-1).
Az f egyenes paraméter nélkiili egyenletét alakitsuk vissza a paraméteres formaba, hogy az

iranyvektort ki tudjuk olvasni. Tudjuk, hogy
_y+3 2z+1

fil-x t,
2 3
innen:
l-x=t —> x=1-t
y7+3=t S y=-3+2t
22+1=t z=—£+—t
3

Kiolvasva az f egyenes iranyvektorat: v, =(-1,2, g) :

Ha két vektor parhuzamos, akkor megfelel6 koordinataik hanyadosa allandé. Mivel

-1 2 15
—FE—E—,
-2 1 -1
ezért a két egyenes nem parhuzamos.
o " o " Xx-1 2-2y
3. feladat: Irja fel az AB szakasz felezOpontjan atmend, e: & T3 - z -3 egyenessel

parhuzamos egyenes paraméter nélkiili egyenletét, ha A(2,-1,0) és B(0,-3,-2)!
Megoldas

Készitsiink abrat!



Legyen az altalunk keresett egyenes f. Az egyenes felirasahoz kell egy iranyvektora és egy
pontja. Mivel az egyenes az AB szakasz felezOpontjan megy at, ezért az lesz a rdgzitett pontunk.
Legyen F az AB szakasz felez6pontja, ekkor annak koordinatai:

2+0
fl:T —> flzl
-1+(-3
f2: 2( ) f2:_2
f320+;—2) _—

Tehat F(1,-2,~1).

Mivel e || f |, ezért az iranyvektoraik parhuzamosak, tehat akar v, = v, is lehet.

v, meghatdrozasihoz alakitsuk at az egyenes egyenletét a paraméteres alakra:

X—_lzt - Xx=1+2t

2
2-2y L, 2%
3 2

z-3=t —»> z=3+t.

Az egyenlethdl: v, =(2, —1,5, 1). Mivel v, = v, , ezért a keresett egyenes:

4. feladat: frja fel az A(0,—4,3) és B(-3,-1,0) végpontokkal rendelkez6 szakasz A-hoz
kozelebbi harmadold pontjan atmend, XY sikra merdleges egyenes paraméteres egyenletét!

Megoldas

El6szor keressiik meg az A-hoz kozelebbi harmadolé H, pontot. Mivel:

2-0+1-(-3

o 3( )

_2:(-4+1-(-)
3

_2-3+1-0
3

h=-1

hZ

h, =-3

h, h, =2

A szamolt koordinataknak megfelelden:

H,(-1-32).



Az XY sikra merdleges egyenes parhuzamos a z tengellyel, ezért a z tengely irdnyaba mutato
barmely vektor jo lesz az altalunk keresett egyenlet iranyvektoranak is. Mivel v, =(0,0,1),
ezért a keresett egyenes:

x=-1 y=-3 z=2+t, teR.

5. feladat: irja fel az ABC haromszog A csticsbol induld sulyvonalanak egyenletét, ha
A(3,1,-2), B(-3,-14) és C(L5,-6).

Megoldas

Tudjuk, hogy a stulyvonal a haromszog egyik csucsat a szemkozti oldal felezépontjaval
0sszekotd szakasz. Ha F a BC oldal felez6pontja, akkor egy olyan egyenest kell felirnunk,
amely athalad az A és F pontokon.

C
g
B
A
A felez6pont konnyen szamolhato:

-3+1
f, = 5 f=-1

-1+5
f,= 5 f,=2

f3_4+§—6) f=1

tehat F(-1,2,-1).

A sulyvonal felirasdhoz meghatarozzuk egy iranyvektorat: v= AF = (-4,1,2), adott pontnak
pedig A-t valasztva a keresett egyenlet:

x=3-4t, y=1+t, z=-2+t teR.

Sik megadasa

Adott a térben egy P,(X,,Y,.Z,) rogzitett pont és egy n=(n1,n2,n3)¢0 vektor. Ekkor

pontosan egy olyan sik 1étezik, amely athalad a Po ponton, és merdleges az n vektorra. Ekkor a
sik normalegyenlete:

(P—py:n)=0,



ahol p, = (X,, ¥y, Z,) @Popont helyvektora, a p=(x,y,z) asik egy tetszdleges P futopontjanak
a helyvektora, és n pedig a sik egy normalvektora (a sikra meréleges vektor).

A skalarszorzat koordinatakkal felirt kiszdmoldsi modjat felhasznalva megkapjuk a sik
egyenletét:

n(X—=%)+n,(y—y,)+n;(z—-2,)=0.

6. feladat: irja fel az A(2,1,—2) pontra illeszkedd és az S:x—y+z =2 sikkal parhuzamos
S, sik egyenletét! Adjon egy olyan B pontot, amely illeszkedik az S, sikra! Dontse el, hogy
a C(1,-3,2) pont rajta van-e az S, sikon?

Megoldas

A feladathoz tartoz6 ébra:

A S
LA/

Két sik parhuzamos, ha normalvektoraik megegyeznek vagy parhuzamosak. Olvassuk ki az
adott sik egy normalvektorat: ng =(1,—1,1), ez lehet az altalunk keresett S1 sik normalvektora
is. Mivel a sik tartalmazza az A pontot, az lesz a rogzitett pont. Ekkor a keresett egyenlet:

1.(x-2)-1-(y-D)+1-(z+2)=0.

Rendezve:

S;: x—-y+z=1.



Ha egy B pont rajta van a sikon, akkor a pont koordinatai kielégitik a sik egyenletét. Mivel most
ez egy tetszOleges pont lesz, ezért két koordinatajat tetszolegesen megvalasztjuk, a harmadik
koordinatat pedig helyettesitéssel szamoljuk.

Legyen B(-2,3,z). Ekkor
-2+1.3-2z2=7 — z7=-3,
tehat B(-2,3,-3).

Ha C(1,-3,2) rajta van a sikon, akkor koordinatai kielégitik a sik egyenletét. Ezt
behelyettesitéssel ellendrizhetjiik. Mivel

1-3-4=#7,
ezért C nincs rajtaaz S, sikon.
7. feladat: Irja fel annak a siknak az egyenletét, amely meréleges az y tengelyre és athalad
az A(1,-2,3) ponton!
Megoldas

Készitsiink egy kész abrat!

Az y tengely merGleges a keresett sikra, ezért ng = v, teljesil. Mivel v, =(0,10), igy a
keresett sik:
S: 0(x-D+L(y+2)+0(z-3)=0 —» y=-2.

8. feladat: Irja fel az e:XT_lz% =1-12z egyenesre merdleges és az A(L, —2,3) ponton

atmeno sik egyenletét!
Megoldas
Rajzoljunk egy kész abrat!



Az el6zd feladat alapjan tudjuk, hogy ng = v,. Az egyenes iranyvektoranak meghatarozasahoz
vissza kell alakitani paraméteres alakba.

XT_lzt - Xx=1+3t,

2;2y:t — y=2-2t,

l-z=t > z=1-t.
Innen v, =(3,-2,-1). Mivel ng = v, igy a keresett sik egyenlete:
S: 3(x-1)-2(y+2)+1(z-3)=0 —» 3x-2y+z=10.
9. feladat: frja fel az AB szakasz felezOmeréleges sikjanak egyenletét, ha A(l,2,-3) és
B(-3,4,1) .
Megoldas
Rajzoljunk!

El6szor meghatarozzuk a szakasz felezépontjat: F (1; 3 , 2 er 4 , _32+1j = (—1, 3, —2) .

Mivel a felezomerdleges egyenese merdleges a sikra, ezért v, =ng.

Tudjuk, hogy v, = AB = Ns =(—4,2,4), igy a keresett sik egyenlete:



—4(x+1)+2(y-3)+4(z+1) =0,
atrendezve:

—4X+2y+47z=6 — 2X—-y+2z=3.

Ellenorzo kérdések

1. kérdés: irja fel az A(-3,4,5) pontot az origoval Osszekotd egyenes paraméteres
egyenletrendszerét!

x=-3t, y=-4t, z=-5t teR
x=3t, y=-4t, z=-6t teR (X)
x=3t, y=4, z=-5 teR
x==3t, y=-4t, z=5 teR

2. kérdés: frja fel az A(2,0,4)és B(—4,2,-2) pontok felezépontjan athalado,
e:Xx=2-t,y=3+2t,z=2+t egyenessel parhuzamos egyenes paraméter nélkiili

egyenletét!
x+2=y—_l=z—l
2
—x—2=y—_1=z+1
2
x+2:l_—y:z—1
2
x*2_ ¥yl 1
-1 2

3. kérdés: Irja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely athalad az A(-3,0,1) ponton és
parhuzamos az y tengellyel!

x=3, y=t, z=1 teR
x==-3+t, y=t, z=-1 teR
x=-3, y=t, z=1 teR (X)
x=-3, y=t, z=t teR

4. Kkérdés: Irja fel az A(2,-2,1) ponton athaladd 2x+y—z=1 sikra merSleges egyenes
egyenletét!

x=2+2t, y=-2+t, z=1-t teR (X)
x=2-2t, y=-2+t, z=1-t teR



x=2-2t, y=-2-t, z=1-t teR
Xx=2+2t, y=-2+t, z=1+t teR

5. Kkérdés: Dontse el, hogy az A(1,-3,2) ésa B(—1,1,2) pontok rajta vannak-ea 2x+y—z =1
sikon?

mindkettd rajta van
csak A van rajta
csak B van rajta
egyik sincs rajta (X)

6. Irja fel az A(1,5,—2) pontra illeszkedd és az YZ sikkal parhuzamos sik egyenletét!
x=1 (X)
y=5
z2=2
x=0

x-1 1-y 2z-1

7. kérdés: irja fel az A(1,0,-1) pontra illeszkedd ¢s az e: 3

egyenesre
merdleges sik egyenletét!
2Xx+3y+2z2=0
2x—-3y+2z=0 (X)
2x—-3y-2z=0
2x+3y—-2z2=0



Térelemek kolcsonos helyzete, kozos pontjai

Két egyenes metszéspontja

Mivel kozds pontot keresiink, ezért két ismeretlenes, de harom egyenletbdl allo linearis
egyenletrendszert kell megoldanunk. Ezt gy érdemes megtenni, hogy tetszélegesen
kivalasztunk két egyenletet, azokat megoldjuk, majd leellendrizziik, hogy a kapott megoldas
kielégiti-e a harmadik egyenletet. Ha igen, akkor van megoldas, azaz a két egyenes metszi
egymast, ha nem, akkor nincs megoldas, azaz a két egyenes nem metszi egymast. Ezeket
ilyenkor kitérd egyeneseknek nevezziik.

10. feladat: Hatdrozzuk meg az e:x=2+t,y=-1-t,z=1-2t teR és az
f:x=4+t,y=1+3t,z=t teR egyenesek metszéspontjat, ha Iétezik!

Megoldas
Az egyenesek iranyvektorai: v, =(1,-1,-2) és v, =(1,3,1). Mivel a két iranyvektor nem

parhuzamos egymassal, ezért a két egyenes sem az, tehat vagy metszik egymast vagy kitérok.
Probaljunk metszéspontot keresni. Ebben az esetben célszeri a két egyenes egyenletében
szereplO paramétert mas-mas betiivel jelolni, ezért az f egyenes paraméterét a tovabbiakban

u-val jeloljiik. Ha a két egyenesnek van metszéspontja, akkor az azt jelenti, hogy van olyan t
¢s U paraméter, amelyek ugyanazt az M (X, Yy, z) pontot hatarozzak meg. Ez azt jelenti, hogy
ennek a két paraméternek ki kell elégitenie a kdvetkezd egyenletrendszert:

2+t=4+u -1-t=1+3u 1-2t=u.
A harmadik egyenletb6l megvan u, ezt beirva az els6 egyenletbe:

24+t=4+1-2t > t=1 —->u=-1
Ha van metszéspont, akkor ezeknek az értékeknek ki kell elégiteniiik az eddig altalunk fel nem
hasznalt méasodik egyenletet is. Ha ez nem teljesiil, akkor a két egyenesnek nincs metszéspontja.
Behelyettesitve a masodik egyenletbe:

-1-1=1+3-(-1)

Az egyenlOség teljesiil, tehdt van metszéspont. Ez a metszéspont meghatarozhaté a t
paraméterrel az € egyenesbdl, vagy az U paraméterrel az f egyenesbdl is.
Haa t =1 értéket behelyettesitjiik az e egyenesbe, akkor a metszéspont: M (3,-2,-1)

Egyenes és sik metszéspontja

11. feladat: Hatarozzuk meg az e: x=2+t,y=-2+t,z=3t teR egyenes és az
S :Xx—2y+5z =20 sik metszéspontjat!

Megoldas



Keressiik azt az egyenesen 1évé M (2+t, —2+t,3t) pontot, amely rajta van az S sikon is. Ha

egy pont rajta van a sikon, akkor koordinatai kielégitik a sik egyenletét. Helyettesitsiik be a
pont koordinatait a sik egyenletébe:

(2+t)—2(-2+t)+5@Bt) =20 — 14t=14 —>t=1.

Ez azt jelenti tehat, hogy az egyenes t =1 paraméterértékhez tartozo pontja rajta van az S sikon,
vagyis a metszéspont M (3,-1,3)

Két sik metszésvonala

12. feladat: Hatdrozzuk meg az S;:X+y-z=1 ¢és S,: x—-y+2z=2 sikok
metszésvonalanak egyenletét!

Megoldas
Olvassuk ki a sikok normalvektorait: ng =(11,-1) és ng =(1-12). Lathatd, hogy a ket

normalvektor nem egymas skaldrszorosa, azaz a sikok nem parhuzamosak.



Ez pedig azt jelenti, hogy egy egyenesben metszik egymast. A metszésvonal meghatarozasanak
az a legegyszer(ibb modja, ha keresiink két olyan pontot, amely a metszésvonalon rajta van. Ez
egyben azt is jelenti, hogy ez a két pont mindkét sikon is rajta van. Azaz kell két olyan (x,y,z)
harmas, amely mindkét sik egyenletét kielégiti. Ekkor a metszésvonal a két ponton dtmend
egyenes lesz, ami igy mar konnyen felirhato.

Tekintsiik a sikok egyenleteibdl all6 egyenletrendszert:
X+y—-z=1 Xx-y+2z=2
Ennek végtelen sok megoldasa van. Ezért lehetségiink van olyan pontokat keresni, amelyek

valamelyik koordinatdjat mi magunk valasztjuk meg tetszdleges értékkel. Célszerli egy
A(X,Y,0) ésegy B(0,y,z) pontot keresni.

Az A pont meghatarozéasa sordn az egyenletekbe a z helyére nullét irva, megoldjuk az igy kapott
egyenletrendszert.

Xx+y=1 x-y=2 — x=15y=-0,5 — A@L5-050).
Hasonloan keressiik meg a B pontot is:
y—-z=1 —-y+2z=2 —» z=3 y=4 —B(0,4,3
A keresett egyenes két pontjabol meghatdrozzuk az egyenes iranyvektorat:

v=AB=(-154,523)=(-396), majd a B pont segitségével felirjuk a metszésvonal
egyenletét.

X=-3t
§NS,=qy=4+9t teR.
z=3+6t

Ellenorzo kérdések



8. kérdés: Hatarozza meg az e:x=3+2t,y=1+t,z=2-t teR és
fix=-1+t,y=2+2t,z=1-2t t e R egyenesek metszéspontjat!

Megoldas
M (-3,-2,-5)
M5, 2,1)
M(-3,-2,5) (X)
M(, 6,-3)

9. kérdés: Hatdrozza meg az e: x=3-3t,y=-1+t,z=-2-2t te R egyenes és az YZ sik
metszéspontjat!

Megoldas
M (0, -2,0)
M(1,0,0)
M(0,-2,3)
M(0,0,-4) (X)

10. kérdés: Hatdrozzuk meg az e: x=2-t,y=1+t,z=1-2t teR egyenes ¢és az
S:x+y—2z-5=0 sik metszéspontjat!
Megoldas

ML 2,-1) (X)
M (0, 3, —3)

M (2,1 -1)

M (0, 5,0)

11. kérdés: Legyen S, : Xx—y+2z=6 és S,:2X—Yy—z =3 két egymast metsz6 sik. Dontsiik
el, hogy az A(-6,-14,-1) és B(-3,9,1) pontok koziil melyik van rajta a két sik
metszésvonalan?

Megoldas
mindkettd rajta van
csak A van rajta (X)
csak B van rajta
egyik sincs rajta



Térelemek tavolsaga, hajlasszoge

Két pont tavolsaga

Definicié: Két pont tavolsagan az dket 6sszekotd szakasz (vektor) hosszat értjiik.

Tétel: Legyenek A(a,,a,,a;) és B(b,,b,,b,) adott pontok. Ekkor a két pont tavolsaga:

dae :\/(b]._a1)2+(b2 _a2)2 +(b3_a3)2

Pont és egyenes tavolsaga

Definicio: Egy pont és egy, a pontra nem illeszkedd egyenes tavolsdgan a pontbdl az egyenesre
bocsajtott merdleges szakasz hosszat értjiik.

Tétel: Legyen adott egy P pont és egy Vv iranyvektort e egyenes. Ekkor ezek tavolsaga:
PPxvV
e
vl

ahol Poaz e egyenes egy tetszéleges pontja.

Pont és sik tavolsaga

Definicio: Pont és a pontra nem illeszked? sik tavolsagan a pontbol a sikra bocsajtott merdleges
szakasz hosszat értjiik.

Tétel: Legyen adott egy P pont és egy n normalvektort S sik. Ekkor ezek tavolsaga:
(RP.n)
Qg = !
[

ahol Poaz S sik egy tetsz6leges pontja.

13. feladat: Hatarozzuk meg az A(2,-1,5), B(3,2,1) és C(6,4,3) csticspontu haromszog
kertiletét!

Megoldas

A haromszog keriilete az oldalai hosszanak 0sszegével egyenld, azaz a csucspontok egymastol
mért tavolsagainak osszegevel.
Irjuk fel a vektorokat és szdmoljuk ki a hosszukat:

AB=(L3,-4) d(AB)= HEH =26
AC = (4,5,-2) d(AC):HEH:\/E
BC =(3,2,2) d(BC):Hﬁ:’H:Jﬁ



A haromszog keriilete: K =+/26 ++/45 ++/17 ~15,93

14. feladat: Hatarozza meg a P(3,2,-1) pont és az e:x=1+t,y=-1-2t,z=-2 teR
egyenes tavolsagat!

Megoldas

A tavolsdg meghatarozasdhoz sziikségiink van egy pontra az egyenesr6l. Legyen ez
R, (L —1,-2), tovabba kell az egyenes iranyvektor: v=(1,-2,0). Ha P(3, 2, -1), akkor

PP =(231).

i j ok
PPxv=[2 3 1|=2i+j-7k

1 20

A kapott vektor hossza:
Hﬁxv”: 22 412+ (-7)2 =+/64
Az iranyvektor hossza:

[V]=yE+ (2710 =5

A keresett tavolsag:

[Py o2
M B

d ~3,29.

15. feladat: Hatarozza mega P(1, —2,—1) pont és az S:2x—4y+z =2 sik tavolsagat!
Megoldas

A megoldashoz sziikségiink lesz a sik egy tetszdleges pontjara és a normalvektorra. Mivel egy
olyan tetszéleges pontot kereslink, amely rajta van a sikon, ezért a pont két koordinatajat
szabadon megvalaszthatjuk, mig a harmadik koordinatat a sik egyenletébe valo helyettesitéssel
szamoljuk. Keressiik a P, (0,0, z) sikbeli pontot. Kdnnyen szamolhatd, hogy ekkor z =2, tehat

R,(0,0,2).




Ekkor:
PP=(-123).
Olvassuk ki a sik egy normalvektorat és szamoljuk ki a vektor hosszat:

n=(2,-41 |n]=+2%+(-4)*+12 =421

Behelyettesitve a tavolsagot megado képletbe:

; _K@,n>‘_‘—2—8+3|_ 7|7
PS — -

[ Ja | Wzl Ja

Megjegyzés:

Két parhuzamos egyenes tavolsadga visszavezethetd pont és egyenes tavolsagara. Ugyanis
ilyenkor az egyik egyenes egy tetszbleges pontjanak a masik egyenestdl mért tavolsagat kell
meghataroznunk.

Két parhuzamos sik tdvolsaga visszavezethetd pont és sik tavolsdgara, ugyanis ilyenkor az
egyik sik egy tetszOleges pontjanak a masik siktol mért tavolsagat kell meghataroznunk.

Egy egyenes és egy vele parhuzamos sik tavolsdga visszavezethetd pont és sik tavolsagara,
ugyanis ilyenkor az egyenes egy tetszOleges pontjanak a siktél mért tavolsagat kell
meghataroznunk.

Térelemek hajlasszoge

Térelemek hajlasszoge minden esetben legfeljebb 90° lehet. Ezt a szoget « -val fogjuk jeldlni.

Két egyenes hajlasszoge

Definicio: Két metsz0 egyenes hajlasszoge megegyezik az egyenesek altal kozbezart kisebbik
szoggel. Ha a két egyenes nem metszi egymast, akkor parhuzamos eltolassal metszd helyzetbe
hozhatok.

Ez a hajlassz0g meghatarozhato a két egyenes iranyvektorabol. Jeloljik az e és f egyenesek
egy-egy iranyvektorat v, és Vv, -fel. Ekkor az iranyvektorok altal bezart szog skalaris szorzat
felhasznalasaval a kovetkezd 0sszefiiggésbdl szamolhato:

(Ve, Vi)
0S@ = .
A

Ha 0" < <90, akkor o = ¢ a hajlasszdg.



16. feladat: Hatdrozza meg az e:x=3-2t,y=1+t,z=4-5t teR és
fix-1= ZT_l y =5egyenesek hajlasszogét!

Megoldas

Elsé 1épésként meg kell adni mindkét egyenes egy-egy iranyvektorat és azok hosszat:
Vv, =(-2,1-5) |v.|]=+30
v, =(1,0,3) |v||=+10.

Ekkor a keresett szog:

(Vovy) 17
[velllv]l V300
Mivel ez tompaszog, ezért a keresett hajlasszog:

a=180"—p=180"-168,52" ~11,48".

Cos o = ~-0,98 — ¢=~16852 .

az

17. feladat: Hatarozzuk meg az ABCD paralelogramma atloinak hajlasszogét, ha A(2,3,-1),

B(5,4,3), C(2,-1,6) és D(-1,-3,2).
Megoldas

A két atlé egyenes irdnyvektoranak szogét hatarozzuk meg eldszor. Az egyik egyenes
iranyvektora az AC, a masiké pedig a BD vektor is lehet. Adjuk meg ezen vektorok

koordinatait:
AC=(0,-5,7) BD=(-6,-7,-1).

Szamoljuk ki a vektorok altal bezart szogét:



() . _
0= AC|[BD| o+ (-5)2 + 72 J(-6)* + (-7) +(-1)*

__ 28 03510 - ~69,45 .

Nz

Mivel ¢ <90°, ezért a keresett hajldsszog o =69,45".

Egyenes és sik hajlasszoge

Definicid: Egyenes és sik hajlasszogén az egyenes és az egyenes sikra esd merdleges
vetliletének hajlasszogét értjiik.

Ha ismerjiik a sik egy ng normalvektorat és az egyenes egy Vv, iranyvektorat, akkor a két vektor

altal bezart szog:

(V,.ng)

[velling]

CoSp =

Ha 0" <9 <90, akkor o =90  — ¢ a hajlasszog.

Ha 90" < ¢, akkor o =@ —90" hajlasszog.

Ve

e
/
/
/




18. feladat: Hatarozza meg az y tengely és az S:2x+z =2+4y sik hajlasszogét!

Megoldas
A szamoléashoz ismerniink kell az egyenes egy iranyvektorat és a sik egy normalvektorat,
valamint ezen vektorok hosszat.

V,=(0,10) |v.]=+v1=1
ng =(2,-4,1) ||n3||:\/ﬁ.

A keresett szog:

COS¢:<Ve’nS> 4 _ 087 - 150,46

[vellin[l - V21

Ez alapjan az egyenes ¢és sik hajlasszoge:

a=¢p—-90 ~150,46 —90" ~ 60,46 .

Két sik hajlasszoge

Definicio: Két sik hajlasszoge normalvektoraik hajlasszoge, ha az hegyesszog. Tompaszog
esetén 180" -bol azt kivonva kapjuk a sikok szogét.

Ha ismerjiik a két sik n, és n, normalvektorat, akkor

(n,.n,)

CoSp =

I

Ha 0° <9 <90, akkor o = ¢ a hajlasszog.

Ha 90" < ¢, akkor o =180" — ¢ a két sik hajlasszoge.



A
Ny

19. feladat: Hatarozzamegaz S,:x+y—z=1¢s S, :x—2y+z =0 sikok hajlasszogét!

Megoldas
Kiolvasva a sikok egy-egy normalvektorat és meghatarozva azok hosszat:

ng, =(LL-1) [ng]=+3
ng, =(L-21) |ns[=+6.
Majd ezekkel az adatokkal szamolva:

(ns,ns,) _ -2 0 ~11812".

B N [ I

Innen az altalunk keresett hajlasszog:
a =180 —¢p=180"-118,12" ~ 61,88 .

Ellenorzo kérdések

12. kérdés: Hatarozza meg az A(2,3,-1) pont és az e: x=3-2t,y=-2+t,z=5teR
egyenes tavolsagat!
Megoldas
7,22 (X)
5,22
9,72
6,75

13. kérdés: Hatarozza meg az origd és az S:x+y+z =0 sik tavolsagat!
Megoldas

2

2

0 (X)
1



2-x _y-1 2+z
3 4 -2

14. kérdés: Hatarozza meg az e: egyenes €s az S:x—-2y+z=5 sik

hajlasszogét!
Megoldas

70,22°
80,24° (X)
55,12°
62,22°

15. kérdés Hatarozza meg az e:x=t,y=1-t,z=1+t teR egyenes és az Yy tengely
hajlasszogét!

Megoldas

35,26°
25,26°
44,74
54,74° (X)

16. kérdés: Hatdrozza meg az S:X—3y+z =1 ¢és az yz sik hajlasszogét!
Megoldas

52,45

37,21

72,45 (X)

82,28’



Osszetett feladatok

20. feladat: irja fel az A(1,3,—2) ponton 4thaladd, az e és f egyenesekre merdleges g egyenes
egyenletét, ha

e: X=y=12 f:—x=2z, y=3.
Adja meg a g egyenes és az Xy sik metszéspontjat!
Megoldas

Az egyenes egyenletrendszerének felirasahoz sziikséglink van egy pontra és egy iranyvektorra.
Egy pontja adott a keresett egyenesnek. Nézziikk meg, hogy mit tudunk mondani a keresett

egyenes egy iranyvektorarol. Jelolje v, v, és v, az e, f és g egyenesek irdnyvektorait. Ha a
keresett g egyenes merdleges e és f egyenesekre, akkor v, L v, és v L v,is teljesiil. Tehat egy
olyan vektort keresiink, amelyik meréleges a két ismert vektorra. A v, x Vv, éppen megfelel a
feltételeknek, mivel az mer6leges a v, ésa v vektorokra is, azaz legyen v, = v, xv;.

Kiolvasva az egyenesek iranyvektorait:

v,=111) v,=(-101).

i j k
Vo=V xve=|1 1 1/=(-2]1).
-1 0 1
Eszerint a g egyenes egyenlete:
g: X2 y=3_ ...
1 -2

Meg kell hatdroznunk a most felirt egyenes és az Xy sik metszéspontjat. Ehhez irjuk fel a g
egyenes egyenletét paraméteres alakban. Ehhez a kovetkezébdl kell elindulni:
X__l = y__3 =7+2=t ,
1 -2
majd valtozonként kiilon-kiilon rendezéssel a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:
XT_l —t > x=1+t

y—_23:t S y=3-2t

2+2=t — z7=-2+t.

Mi az egyenesnek azt az M pontjat keressiik, amelyik rajta van az Xy sikon. Az ilyen pont
koordinatai altalanosan: M (x, y,0). Mivel a harmadik koordinata O, ezt behelyettesitve az

egyenes egyenletrendszerébe:
z=-2+t 0=-2+t t=2.

A kapott t értéket visszahelyettesitve szamoljuk a pont hidnyz6 koordinatait:



X=1+t x=1+2=3
y=3-2t y=3-2.2=-1.
Tehat a keresett metszéspont:

M (3,-1,0).

21. feladat: Adottak az A(3,-1,2), B(4,1,1) és C(7,-2,5) pontok.

a) Irjuk fel az ABC haromszog S sulypontjan atmend, a haromszog sikjara merdleges
egyenes paraméteres egyenletrendszerét!

b) Irjuk fel a haromszog sikjanak egyenletét!

C) Adja meg a haromszog B csucsabol indulé magassaganak hosszat!

Megoldas

a) Mivel az AB ¢és az AC vektor is a harom pontra illeszkedd sikban van, ezért vektorialis
szorzatuk merdleges lesz a sikra. Mivel az altalunk keresett egyenes is merdleges a sikra,

ezért a keresett egyenes egy iranyvektora legyen v = ABxAC.
Végezziik el a szamolast:
AB=(12-1) AC=(4-13
R T ¢
v=ABxAC=1 2 -1=(5-7,-9).
4 -1 3
Meg kell még hataroznunk a haromszdg sulypontjanak koordinatait:
3+4+7 14
s, = S, =—
3 3
s :—1+1+(—2) s 2

’ 3 273
s _2+1+5 s _8
’ 3 ° 3
s(4-29)
3 33
A keresett egyenes:
e:x:E+5t, y:—g—Yt, z:§—9tteR.
3 3 3

b) A haromszog sikjanak felirasahoz sziikséges a sik egy normalvektora és egy ismert
pontja.



n S

A normalvektor merdleges a sikra, igy kihasznalva az el6z6 feladatrészben kapott
eredményt:
n=ABxAC = (5,—7,-9).

A sik egyenletét az n normalvektor és az A pont segitsé¢gével irjuk fel:

5(x-3)-7(y+1)-9(z-2)=0
Atrendezve:
5x-7y-9z=4.

c) A B csucsbol indulé magassaganak hossza nem mas, mint a B csticsbol az AC oldalra
bocsatott merdleges szakasz hossza. Masképpen fogalmazva, a B csucs és az AC
oldalegyenes tavolsaga. Ezt viszont a kovetkezoképpen lehet szamolni:

|8~ Ac]
el

dB,AC -

Kihasznalva az els6 részben kapott eredményeket:

ABx AC = (5,~7,-9) HE x EH — |52 +(=7)? +(-9)> = /155
AC =(4,-13) HA_C'H =& +(-1)?+3 =26

Tehat a keresett magassag hossza: 155 ~2,44.
\26

22. feladat: Tikrozziik az A(-2,1,-1) pontotaz S: x+y+z =1 egyenleti sikra!
Megoldas

Egy pontot egy sikra ugy tiikroziink, hogy eldszor a pontbdl merdlegest allitunk a sikra,
megkeressiik a merdleges egyenes és a sik M metszéspontjat, majd kihasznaljuk, hogy ez a
metszéspont felezOpontja az eredeti pont és a tiikkorkép alkotta szakasznak.



A’

Ha egy egyenes merdleges egy sikra, akkor a sik egy normalvektora lehet az egyenes egy
iranyvektora. Hivjuk ezt az egyenest e egyenesnek, ekkor
v, =n;=(111)
Felirhatjuk a sikra merdleges, az A ponton atmend e egyenes egyenletét:
e: X=-2+t, y=1+t, z=-1+t teR

Az M metszéspont meghatdrozdsahoz helyettesitsiik be az e egyenes egyenletét az S sik
egyenletébe:
2+t+1+t-1+t=1 —» -2+3t=1 - t=1
azaz
M (-1,2,0).
Kihasznalva, hogy M felezépont és a tiikorkép pontot A'(X, Y, z) moddon jeldlve, a felezOpontra

vonatkoz6 0sszefiiggés alapjan:
-2+ X

-1= x=0
2

21V s
2

0="1"2 ., ;o1
2

A keresett tiikkorkeép:

A'(0,3).

23. feladat: Adjuk meg annak az S siknak az egyenletét, amely atmegy a P(2,3,5) ponton és
illeszkedik az y tengelyre!

Megoldas

A sik megadasahoz sziikségiink van egy pontra és egy normalvektorra. A pont adott, a
normalvektort kell meghataroznunk. Ha a sik illeszkedik egy egyenesre, akkor a sik egy
normalvektora merdleges lesz az egyenesre, és igy az egyenes egy irdnyvektorara is. Tehat
olyan n normalvektort kerestink, amely meréleges az y tengely v, = j=(0,1,0) iranyvektorara.

Miasrészt, ha megadnank egy Q pontot az y tengelyen, akkor a QP vektor illeszkedik a sikra,
tehat meréleges az n normalvektorra. Adjunk meg egy pontot az y tengelyrél! A legegyszeriibb



az origd, azaz Q(0,0,0). Ekkor @:(2,3,5). Tehat keresiink egy QP és v, vektorokra
merdleges vektort. A feltételnek megfelel a vektoridlis szorzata. Ezért legyen

i j k
n=QPxv, =2 3 5/=(-5,0,2).
010
Az S sik egyenlete:
S: —-5(x-2)+0(y-3)+2(z-5)=0.
Rendezéssel a kovetkez6 egyenlethez jutunk:
—5x+2z=0.

24. feladat: Mekkora teriileti haromszoget metszenek ki a koordinatasikok az
S: 2x—y+3z =6 egyenletii sikbol?

Megoldas

Hatdrozzuk meg eldszor a kimetszett haromszog csticspontjainak koordinatait.

F 3

v

Az x tengelyre es6 A csucspontrol tudjuk, hogy a masodik és harmadik koordinataja 0, azaz
y=12z=0. A sik egyenlete alapjan, akkor X =3.

Az y tengelyen 1év6 B csucspontnal X =2z =0, behelyettesitve a sik egyenletébe: y=—6.
A z tengelyen 1év6 C csucspont koordinatai, ha x=y =0, akkor z=2.

Tehat a cstcspontok:
A(3,0,0) B(0,-6,0) C(0,0,2).

Vélasszuk ki az egyik pontot, példaul A-t. Inditsunk vektorokat A-bdl a haromszog masik
két csucsaba. A megadott két vektor kifesziti a haromszdget és teriilete pedig

=28 Ac]
Végezziik el a szamolast!

AB=(-3,-6,0) AC=(-30,2)



i kK
ABxAC=|-3 -6 0|=(-12,6,-18)
3 0 2

t:%HﬁxA—CH:%\/144+36+324 ~ 126 .

25. feladat: Adott az ABCD tetraéder, ahol A(4,7,6), B(0,1,-2), C(-1,5,3) és D(4,-5,2).
a) Hatarozzuk meg a tetraéder ABC és BCD oldallapjai altal bezart szogét!
b) Hatarozzuk meg az ABCD tetraéderben az ABC oldallap és az AD oldalegyenes altal
bezart szoget!
Megoldas

a) Két sik hajlasszoge megadhato, ha ismerjiik a sikok normalvektorainak hajlasszogét,
tehat nem kell a sikok egyenletét felirni, elég a normalvektort ismerni. Ezért allitsuk el
a feladatban szerepld sikok egy-egy normalvektorat.
Az ABC oldallap normalvektora egy olyan vektor lehet, amely meréleges az ABC sikra.
Az adatokbol ismerhetiink két olyan vektort, amely benne van az emlitett sikban, ezek

az AB és AC vektorok. A keresett normalvektor mindkét vektorra merdleges, tehat
adodik, hogy vélasszuk normalvektornak az n,,. = ABx AC.

Adatokkal:
AB=(—4,-6,-8) AC =(-5,-2,-3),
i j ok
Nwee=ABxAC=|-4 —6 -8=(2,28-22),
5 -2 -3

Nase =2 +28% +(—22)% = 2/318

Hasonl6 megfontolasok alapjan a BCD oldallap egy normaélvektora pedig legyen

Ngep = BDXBC .
Adatokkal:
BD=(4,-6,4) BC=(-14,5)
ik
Ngeo =BDxBC =|4 -6 4|=(~46,-24,10)
-1 4 5
Ngcp = \/(416)2 +(—24)? +10% = 2./698 .
Ekkor:
cos = (Nasc:Ncn) _ 2-(-46) +28-(~24) +(-22)-10 _
”nABC””nBCD” 2\/318 . 2\/698
-984 .
= ~121 48
4+/221964 ¢

Mivel 90" < ¢, ezért a két sik hajlasszoge:



a=180" - ~180" -121,48 ~58,52".

b) A hajlasszog meghatarozasahoz elegendd ismerni az ABC oldallap egy normalvektorat és
az AD oldalegyenes egy iranyvektorat. Hasznaljuk fel, hogy az el6z0 részben mar
meghataroztuk az ABC oldallap egy normalvektorat:

N e = ABx AC = (2,28,-22)
Az AD oldalegyenes egy iranyvektora lehetne az:
AD = (0,-12,-4).

Ekkor a keresett szog:

(AD,N e ) 0-2+(=12)-28+ (—4)-(~22)

o [AD]INsc] ~ O+ (-12)7 + (-4)F 22 4282 + (-2

—248

" 4410 24318

Mivel 90" < ¢, ezért a keresett hajlasszog:

~-0,5497 ¢@~123,35.

o= gp—90° ~123,35 —-90 ~33,35".
Ellenorzo kérdések

17. kérdés Irja fel az ABC haromszog sikjanak egyenletét, ha A(2,-1,5), B(-3,-4,1) és
C(6,5,-1)!

20x—-3y+2z=53
X—y+2=8
21x—-23y—-9z=20 (X)
4x-2y+22=20

18. kérdés Hatarozza meg az A(L,-5,2) pont és az e: X=4, y=-2+2t, z=3t teR
egyenes koz0s sikjanak egyenletét!

13x+9y+6z=-20
13x-9y -6z =46
13x-9y+62=70 (X)
13x+9y—-6z=-44

19. kérdés Adott egy haromszdg két csucsa és a sulypontja. rja fel a BC oldal egyenesének
egyenletét, ha A(L,2,3), B(-1,0,3) és S(2,1,3).

X=6+7t, y=1+t, z=3t teR
Xx=6+T7t, y=1+t, z=tteR
x==1+7t, y=t, z=3 teR (X)
x=-1+7t, y=t, z=3tteR

20. kérdés Adott az ABCD tetraéder, ahol A(4,7,6), B(0,1,-2), C(-15,3) és D(4,-5,2)
. Hatarozzuk meg a tetraéderben az AB oldal felezGmerdleges sikjanak és a CD oldal
egyenesének hajlasszoget!



23,39" (X)
66,61
27,65
63,35



